
AppuntiNON UFFICIALI del corsodi Fisica5F,
tenutodalprof. Busetto

Revisione0.70— 20Luglio 2003
trascrittidaGianlucaMoro1

III Trimestre2003

Libri consigliati

Lerner Fisica Moderna,Vol. 4, Zanichelli: testo“uf�ciale” del corso: eserci-
zi e riferimenti a �gure o altro sono relativi a questotesto, quandonon
diversamenteindicato.

Bayser ModernPhysics:Buontesto,conaspettistoricisull'evoluzionedella�sica
moderna

Krane ModernPhysics

Dispensehttp://www.fisica.unipd.it/ � busetto/giovanni.html :
nella Homepagedel prof. Busettovi �e il materialeusatoduranteil corso
(lucidi edispense)

1Materialedisponibilein www.giammy.com .
Perosservazioni: GianlucaMoro — email: giammy@giammy.com.
Copyright (c) 2003GianlucaMoro.
This documentis free;you canredistribute it and/ormodify it underthetermsof theGNU General
PublicLicenseaspublishedby theFreeSoftwareFoundation;eitherversion2 of theLicense,or (at
youroption)any laterversion.
This documentis distributedin thehopethat it will beuseful,but WITHOUT ANY WARRANTY;
without even the implied warrantyof MERCHANTABILITY or FITNESSFORA PARTICULAR
PURPOSE.SeetheGNU GeneralPublicLicensefor moredetails.
Ovvero: il materialevienedistribuito sottola licenzaGNU General Public License (si veda
www.gnu.org/licenses/licenses.html per i dettagli). In pocheparole, il materiale�e
copiabile,duplicabile,integrabileapiacerepurch́e il risultatovengadistribuito conil medesimotipo
di licenza.



2

Questotestorappresentala trascrizionedegli appuntipresidurantele lezioni del
corsodi Fisica5F tenutodalprof. G. Busetto.
Il lavoro non ha alcunapretesadi completezza,ma vuole esseresemplicemente
unatracciaper lo studentechedeve prepararel'esame: l'organizzazioneattuale
degli argomentirispecchiastrettamentel'ordine in cui sonostati trattatia lezione,
percui in certeparti si possononotareripetizioni o comunqueunadivisionenon
proprioorganicadegli argomenti.
Sonopostein evidenzaalcuneparti,conle seguenticonvenzioni:

NOTA:

Unanotadi chiarimentoo approfondimento:pu�o essereunrichiamoadargomenti
che dovrebberoesserenoti, una spiegazionedi un passaggio,che magarinon
era proprio ovvio (in particolareal sottoscritto)o altro. Tipicamenteuna utile
parentesinel �lo deldiscorso.

ESERCIZIO: Numero

Questonon pensorichieda spiegazioni:sonoriportati gli esercizi
svolti a lezione,e cometutti gli esercizi vi �e una parte di testo e
domande...
... seguita,di solito,dallerisposte:se�epresenteil numerodell'eserci-
zio fa riferimentoal Lerner, FisicaModerna.

�����

RIFLESSIONE:

Un'ideao unadomandanatadagli argomentiesposti,perlo pi�u unadivagazione,
chenon �egarantitaesserepertinenteconil restodeldiscorso.
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Dispensa

Materialecopiat... oops,volevo dire, ripresodalle dispensedel prof. Busetto:
l'originale �edisponibilenellahomepagedeldocente.

�����

Perquelcheriguardail restodel testo,vengonoriportatele formuleimportanticon
numeroecornice:

�������

(1)

mentrevengonoriportatesoloconnumerole formule�nali di unadimostrazione,
o comunqueabbastanzaimportanti,come

�	�

�

��
���
������������

(2)

esenzaalcunnumero

�

����� �

le formulecherappresentanosemplicipassaggi.Puressendoquestal'idea guida,
pu�o essereche non sempresia stataapplicata,e comunque,non avendoalcuna
de�nizione operativa dellagrandezzaimportanzadi una formula, la distinzione�e
sempresoggettiva edopinabile.
Alla �ne del testosonoriportati alcuni richiami utili, un riassuntodelle costanti
�siche usateduranteil corso,un riassuntodelleformulepi�u importanti:c' �e in tutti
i testi di �sica, per cui �e presenteanchequi, nonostantesia veramenteeccessivo
de�nire questiappuntiun testodi �sica!

Il materiale NON �e uf�ciale: ogni errore, incorrettezza,incoerenzao altro �e
da imputareesclusivamentea meenon al prof. Busetto.Ogni osservazionesu
errori o miglioramenti al testo, �emolto gradita: giammy@giammy.c om.

Cometutti i lavori, manmanochesi procede,si trovanocosedacambiare,riscri-
vere,aggiungere,d'altro canto,cometutti gli anni,pensodi fareunpo' di ferie,ed
al ritornodovrei iniziareaprepararequalcheesame...
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Allo statoattuale,l'ultima partedel testo(dal capitolo relativo all'equazionedi
Schr̈odingeralla �ne) sarebbedasistemaremeglio, probabilmenteriorganizzando
in manierapi�u omogeneail testo: essendoil mio primo approccioalle ideedel-
la meccanicaquantistica,immaginochela chiarezzadel testodi questapartene
risentaparecchio.



Capitolo 1

Intr oduzione

16/4/2003
Il corsosi proponedi fornire allo studentei concetti fondamentalidella �sica
quantistica,cheverr�a poi affrontatain manierapi�u formalee sistematicanei corsi
successivi.
La �sica quantisticahaunadatadi nascitaconvenzionalenel 14 Dicembre1900,
giornoin cui Planckproponel'ipotesi chel'energia associataal campoelettroma-
gneticosiaquantizzata,conla famosaformula:

�������

(1.1)

doveh �e la costantedi Planck, chevale:

� �

�����������



	��
�������

(1.2)

Questaipotesi nascedall'esigenzadi spiegarelo spettro di emissionedel cor-
po nero, fenomenomolto studiato,ma la cui interpretazione,basatasulla �sica
classica,dava risultati insoddisfacenti.
L'ipotesiquantisticavienepoi usataanchedaEinsteinperspiegarel' effetto fotoe-
lettrico.
D'altro canto,sela radiazioneelettromagneticasi propagain quanti,ci�o signi�ca
chehaunanaturacorpuscolare:questaipotesivienemessaallaprova,consucces-
so,nell'esperienzadi Compton, in cui si veri�ca comevi siaun trasferimentodi
quantit�a di motodafotoni adelettroni.
Unavolta chiariti alcunideiproblemilegati allanaturadellaradiazioneelettroma-
gnetica,si poneil problemadell'interazionetra radiazioneelettromagneticae le
struttureatomiche:si osservanospettridi emissioneconrighequantizzate,di cui
mancaunmodelloteorico,enellostessotemposi stacercandodi capirela struttura
dell'atomo:conl' esperienzadi Rutherford si chiariscechel'atomohaunpiccolo
centromassivo, attornoa cui orbitanogli elettroni: il primo modellodi atomoche

5



6 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

tienecontodi questoe degli spettridi emissionequantizzati�e il modellodi Bohr,
chein parte�eclassico,edin parteutilizza il concettodi quantizzazione.
ConDe Broglie, si fa un passoulteriore:comeal fotonevienericonosciutanatura
ondulatoriae corpuscolare,cos�� vienein generaleipotizzataunanatura ondula-
toria della materia.
A questopuntoabbiamoBohr cheha introdottoun ipotesiquantisticanella de-
scrizionedell'atomo,De Broglie cheha introdottol'idea dellanaturaondulatoria
dellamateria,e Schrödinger che,nellasuafamosaequazione,fondein un unico
modellola naturaquantisticaedondulatoriadellanatura.
Nel modellodi Schr̈odingernon �e ancorapresenteil concettodi spin delle par-
ticelle elementari,concettonecessarioper spiegarealcuni osservazioni di spettri
di emissione(strutture�ni ed iper�ni degli spettri di emissione):questoverr�a
introdottodaDirac.
Con l'introduzionedell'ipotesidellanaturaondulatoriadellamateria,si ponean-
cheun grossoproblema�sico/�loso�co, datodal principio di indeterminazione
di Heisenberg, per cui vi �e un limite nella precisionechepossiamoraggiunge-
re nella descrizionedei fenomeni,limite non dato da considerazionipraticheo
tecnologiche,madallanaturastessadellamateria.



Capitolo 2

Il corpo nero

2.1 Radiazionetermica
17/4/2003

Ogni corpoassorbeedemetteradiazionielettromagnetiche,percui risultainteres-
santestudiarela leggecheregola questotipo di emissioni:prima di far questo�e
per�o utile capire,almenoqualitativamente,cosae quali corpi dobbiamostudiare.

La situazionepi�u interessanteda cui partireper questotipo di studio �e quelladi
equilibrio,cio�e di un corpocheemettetantaradiazionequantaneassorbe.Possia-
mopensarequestocorpo,isolatoin unascatolachiusa,in equilibrio termico,eper
semplicit�a lo immaginiamo“nero”, cio�e cheassorbetuttal'energia incidente.

Abbiamodunqueun corponero,cheassorbetuttal'energia incidenteecheemette
tantaenergia quantaquellacheassorbe.Perla condizionedi equilibrio, avereun
corpoo averne2 nella scatolanon cambianulla, entrambisonoin equilibrio, e
noncambianulla nemmenosedi corpi noncenesono,abbiamocio�e unascatola
chiusa,in cui le paretisonoin equilibrio termicoconla cavit �a.

A questopunto abbiamouna situazioneideale,la cui descrizionesar�a poi vali-
da per tutti i corpi reali. Comeultimo passaggiopratichiamoun forellino molto
piccolo,taledanondisturbarel'equilibrio interno,macheci consentadi studiare
l'emissionedi radiazioneelettromagneticaproveninentedall'interno dellacavit �a:
questaemissione�equellachecomunementesi chiama“emissionedi CorpoNero”,
eci�o chevienestudiato�e il suospettrodi emissione.

Prima del 1900 la radiazionetermicadi corpo nero era statastudiatamolto ed
il suo andamentoera ben noto, in pratica,ma non vi era alcun modello che lo
spiegasse.L'andamentodello spettrodel corponero,ovverol'intensit�a energetica
di radiazionein funzionedella lunghezzad'onda, �e riportatoin �gura 2.1: essa�e
massimanelvisibile acirca7000� K.

7



8 CAPITOLO 2. IL CORPONERO

Figura2.1: Spettrodi emissionedel corponero

2.2 La leggedi Stefan-Boltzmann

Anche se non era presenteun modello teorico che spiegassel'andamentodel-
lo spettrodi emissionedel corponero,eranostati formulati modelli parziali che
spiegavanoalcunidei comportamentidi questoandamento:Boltzmann,adesem-
pio, conconsiderazionitermodinamicheclassiche,avevatrovatol'andamentodella
energia di radiazionein funzionedellatemperatura.

2.2.1 Pressionedi radiazione

Risulter�a utile nelladeduzionedella leggedi Stefan-Boltzmannaver ricavato l'e-
spressionedellapressionedi radiazioneelettromagnetica.

Sulla pressionedella radiazioneelettromagnetica

La radiazioneelettromagneticatrasportaenergia e quantit�a di moto. Si pu�o asso-
ciarealla radiazioneuna intensit�a di energia

�

o energia trasportataper unit�a di
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tempoedi super�cienelladirezioneperpendicolareal moto.
Nel casoin cui la radiazioneincidasudi unaparete,produceunapressioneil cui
valoredipendedacomeavvienel'interazione.Sonoparticolarmentesigni�cativi i
casiin cui la parete:

� �edel tutto trasparentealla radiazione

� la assorbetotalmente

� la ri�ette completamente

Nel primodei trecasinonsi generaevidentementealcunapressione.Calcoleremo
invecela pressionedi radiazione������� nel secondocaso.
L'intensit�a di energia

�

, energia per unit�a di tempoper unit�a di super�cie si pu�o
scriverecome:

� �

�

�
	

�

�

�




	

�

� �

�

��
��

(2.1)

La relazionetra energia e quantit�a di moto associatial quantodella radiazione
elettromagnetica,il fotone,(vedi i richiami) �e:

�

� � � �

dacui possiamoscrivere,facendoriferimentoa �gura 2.2:
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doveabbiamopresoin considerazionela quantit�a di motolungounagenericadire-
zionedi incidenzaindividuatadaunangolorispettoallaverticaleadunelementodi
super�ciecheassorbacompletamentela radiazione.Questa�edunquela quantit�adi
modocedutaperunit�a di tempoadun elementodi super�cie in�nitesima dSdella
parete.
La quantit�a di motocedutaperunit�adi temponelladirezionez perpendicolarealla
super�ciesar�a dunque
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e ricordandoin�ne che
�

���

�
�

�

rappresentala componenteperpendicolarealla su-
per�cie dellaforzadovutaallaradiazione,il contributo allapressionedi radiazione
legatoalladirezionedi incidenzaindividuatada

�

�e:
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Figura2.2: Pressionedi Radiazione

Passandoora ad un casodi radiazionecon caratteristichedi isotropia,cos�� come
avvieneperla radiazionetermicain unacavit �a, l'intensit�a indicatasinoadoracon

�

diventa
�

�

���
�

���

, dove
���

�

���

rappresentala frazioneconsideratadi angolo
solidonel semispaziovisto dallaparete,essendoin questocaso

�

l'intensit�a totale
di radiazioneenonpi�u il solocontributo in unacertadirezione.Calcolandodunque
l'integraledei contributi datuttele direzionidi incidenza,si ottiene:
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nel casodi assorbimentocompleto.
Nel casodi ri�essionetotaledellaradiazionedapartedellaparete,l'unica modi�ca
�e dovutaalla variazionedi quantit�a di motoperunit�a di tempochediventadoppia
del casoappenatrattato.Risultadunque:

�������

�

�

�

�

�

nel casodi ri�essionetotale.
�����
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2.2.2 Deduzionedella leggedi Stefan-Boltzmann

Torniamoora al problemaprincipale1: gi�a Stefan aveva ipotizzatonel 1879che
l'intensit�a totale emessada un corpo nero sia proporzionalealla quartapoten-
za della temperaturastessa: in seguito, nel 1884, Boltzmanndedussela rela-
zione ipotizzatada Stefan con i ragionamentitermodinamicicheora andremoa
ripercorrere.

V

p

p

p-dp

T

T-dT

V1 V2

�

A
�

B

�

D
�

C

Figura2.3: Il ciclo di Carnotconsideratonella deduzionedella leggedi Stefan-
Boltzmann

Si consideriun corponero,costituitoda unascatolacon unaparetemobile,e gli
si facciapercorrereun ciclo di Carnotin�nitesimo, comemostratoin �gura 2.3: si
trattadi unatrasformazioneisotermadalpunto
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��� �

al punto �

� �
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��� �

,
seguita da una espansioneadiabaticain�nitesima da � a 	

� �
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�
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��� �
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� �

. Seguonounatrasformazioneisotermada 	 a � edin�ne unatrasformazione
adiabaticain�nitesima da � ad

�

.
Il lavoro compiutodaA a B �e

�
�����
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� �
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� �
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� �

(2.2)

doveabbiamousatola relazionetrapressioneedensit�adi energiaprecedentemente
trovata.
La variazionedi energia internadaA aB �e2

1Vedianchele dispense:̀`Sulla legge di Stefan-Boltzmann''
2L'energia interna � di pu�o scriverecome

�������
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(2.3)

Il caloreentrante��� nel ciclo �e,dalprimoprincipiodellatermodinamica3
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(2.4)

D'altro cantoil lavoro del ciclo si pu�o esprimerecome
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(2.5)

Quindi,applicandola de�nizione di rendimentotermodinamico,abbiamo:
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 (2.6)

chesappiamoessereugualea
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uguagliandole ultimedueespressioniperil rendimentoabbiamo:
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� (2.8)

dacui, integrando
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edin�ne, ricordandola 2.1,
� � � 


, abbiamo

� ���

� �

(2.9)

Che�e la leggedi Stefan-Boltzmann,dove

dove � �e la densit�adi energiaperunit�adi volumee � �e il volume.La densit�adi energia � �e funzione
dellatemperatura.

3Il primoprincipio dellatermodinamicaasserisceche
� �

�

�"!$#%�

�
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� ���

����� �



	 ��� �

�

�	� �

(2.10)

�e la costantedi Stefan-Boltzmann.
Questosigni�ca chel'integraledello spettrodi emissioneovvero l'energia totale
emessadal corponero�eproporzionalea

�

�

.

2.3 La leggedi Wien

Accantoall'energia totaleemessadalcorponero,edallasuarelazionedi variazio-
neconla temperatura,un'altracaratteristicamacroscopicarelativa a questispettri
di emissione,e semprecollegataalla temperatura�e il valore di

��
 ���

, ovvero
la lunghezzad'ondain corrispondenzadellaqualesi ha il massimodell'intensit�a
emessa.
Wien ha studiato,ed ha dato una relazioneche collega il valore di

��
 ���

alla
temperatura:

�

 �
�
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���

(2.11)

dove
� �

���������



	

�
�

�

�

(2.12)

�e la costantedi Wien.

2.4 La leggedi Planck sull'emissione

Pur essendopresenti2 caratterizzazioniimportantidello spettrodi emisisonedel
corponero,mancavaancoraunadescrizione“globale” chedesseunmodelloteori-
coconvincentedell'andamentoglobaledellospettrodi emissione.Furonofatti vari
tentativi, di cui riportiamoquellochehaportatoalla leggedi Rayleigh-Jeans4.

2.4.1 La leggedi Rayleigh-Jeans

Lo scopo�e derivarel'andamentodello spettroelettromagneticoin funzionedella
lunghezzad'onda:consideriamounacavit �a in equilibriotermico,atemperaturaco-
stante,conparetitotalmenteri�ettenti: la radiazionepu�o esseredescrittacomeso-
vrapposizionedi ondeelettromagnetichestazionarie.Consideriamounadirezione,
epossiamoscrivere:

4Vedianchela dispensa:̀`Sullo Spettro di radiazione termica''
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dove
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 �e la lunghezzadellacavit �a lungo la direzionex: abbiamocio�e utilizzato
la relazioneperle ondestazionarie,
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� �e il numerod'onda
percui
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descrive i modidi vibrazioneperondestazionarie,o passandoagli in�nitesimi
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(2.13)

Questo,passandoin 3 dimensioni,diventa:
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oraconsiderounadirezionearbitraria,r, passandoin praticaacoordinatepolari, la
2.14diventa:
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(2.15)

edividendoperil volume
�




��	��

� , e ricordandoche
�

�
���

� , si ottienela Densit�a
di modi di vibrazione in funzionedella lunghezzad'onda5:
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(2.16)

per�o, poich́e n �e positivo, devo consideraresolo il primo quadrante,percui il va-
lore va diviso per 8, d'altro cantoi modi di vibrazionecorrispondentia ciascun
valoredi n sono2 (il modoedil suosimmetricorispettol'assedell'ondaparallelo
alla direzionedi propagazione),quindi bisognamoltiplicareper2, in de�niti va la
Densit�a di modi di vibrazione in funzionedella lunghezzad'onda �e
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(2.17)

Ricordandochelunghezzad'ondae frequenzasonolegati dallarelazione
�

� � �

,
la relazionesi pu�o equivalentementescriverecome:
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(2.18)

5questafunzione�e infatti n/V, dove n sonoi modi di vibrazionee V il volume
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Considerandol'energiamediadi ciascunmododi vibrazionecome
� � �

�

, allora
la densit�a di energia vale
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(2.19)

Questafunzionechedescrive la densit�a di energia, dovrebbecoinciderecon l'an-
damentosperimentaledellospettroelettromagnetico:evidentementeinvece,per

�

tendentea 0, il valoredi



tendead in�nito, controle evidenzesperimentali.Per
questomotivo la leggefu chiamata“catastrofeultravioletta” (vedi �gura 2.4).

Figura2.4: Controntotra andamentosperimentaledello spettroe quello previsto
dalla“catastrofeultravioletta”

2.4.2 L'ipotesi di Planck

Al momentoabbiamoleggi chespieganoalcuni fatti sperimentalie leggi in pale-
secontraddizionecon i dati: mancaunadescrizioneomogeneae convincentedel
fenomeno.
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� � �

�

�

(2.20)
�

 ��� �

���

(2.21)



� � �

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

(2.22)

Abbiamovistochel'energia associataaciascunmodoerapostaugualea
� � �

�

:
vediamodadove proveniva questovalore.
La densit�a di energia, dalla distribuzionestatisticadi Maxwell-Boltzmann,vale
(normalizzataad1)

� �

�

�

�




�

���

���

���

percui l'energia mediadeimodidi vibrazione�e:

�����
	

�

�

�
�

�

�

�
�

��	

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�

In questocasoil denominatore�e1 (funzionenormalizzata)epu�o essereomesso.
L'ipotesichehaportatoadunaformaanaliticacorrettadelladescrizionedell'anda-
mentodellospettro,�estataformulatadaPlanck,il qualehasuppostochel'energia
possaassumeresolodeterminativalori:

� �����

(2.23)

dove h �e la costantedi Planckevale

� �

��������� �



	
�
���

� �

Sel'energia �equantizzata,l'integralevasostituitoconla somma,percui:

� ��


	

�

� ���

�

���

�

�������

���




	

�

�

���

�

�������

���

cio�e l'espressionecheprimaerakT, diventa

� �

���

�

���

���

� 


cherappresental'energia associataad ogni mododi vibrazione. Si vedecheper
energie basse(cio�e

�

alte) ���

�����

	

percui
�

�

�

�

, cio�e perbasseenergie (alte
lunghezzed'onda)vengonoconfermatii vecchirisultati.



2.4. LA LEGGEDI PLANCK SULL'EMISSIONE 17

Sostituiendoquestonuovo valoredi
�

nellaespressionedelladensit�a di energia si
ottiene




�

�

�

� � �

���

���

�

�

�




�

���

���

� 


� �

(2.24)

o equivalentemente




� ���

�

�

�

���

� �

���

�

�

�

���

�����

� 


(2.25)

Derivandoquestafunzionerispettoa
�

si trova la leggedi Wien
� 
 �
� �

� �

,
mentresesi integrain

�

, si ottienela leggedi Stefan-Boltzmann
� � �

�

�

.

NOTA:

La densit�a di energia emessa�e diversadall'intensit�a luminosaemessa,ma tra i
duec' �e unarelazione.
L'intensitadi energia cheesce�e legataalla densit�a di energia internaalla cavit �a
dallarelazione:

�

� � �

�




�

� 


� ���

dove il 4 deriva dall'integrazionenellevariedirezioni: sostituendoquestaespres-
sionenella2.25,si ottienel'andamentodello spettrodel corponeroin funzione
dell'intensit�a.

2.4.3 Il punto della situazione

Abbiamovisto lo spettro di radiazionedel corpo nero e mostratocomel'ipotesi
quantisticadi Planckriescaaspiegarei fenomeniosservati. Planckstessopresent�o
questaipotesicomeun puroarti�zio matematico,in quantoil risultatospiegava i
dati sperimentali,in seguito per�o l'ipotesi quantisticahacontinuatoa dimostrarsi
valida nella spiegazionedi molti fenomeni�sici, per cui dallo statusdi “ipotesi
matematica”�epassataaquellodi “descrizionedellanatura”.
Nel casodel corponero,al diminuiredella lunghezzad'onda,il numerodi modi
di oscillazioneaumenta,tendendoad in�nito al tenderedella lunghezzad'ondaa
zero. Ipotizzandocheciascunmodoabbiaenergia

�

�

, si arriva all'assurdochela
densit�a di energia tendeadin�nito al tendereazerodellalunghezzad'onda.
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Con l'ipotesi quantistica,poich�e sonoconcessisolo alcuni livelli di energia, al
tenderedella lunghezzad'onda a zero, l'energia del modoaumentasemprepi�u,
�no a quandol'energia minimadi eccitazione,legataalla lunghezzad'ondadalla
relazione

� �����

, aumentasemprepi�u, �no aquandonon�epi�u disponibileenergia
suf�ciente adeccitarequelparticolaremododi oscillazione.
Quindiper

�

�

	

, l'intensit�a di energiadellospettrodi emissionediminuisce,�no
adannullarsi.
Ricapitoliamoi punti fondamentalivisti:

Equazionedi Stefan-Boltzmann

� ���

� �

� ���

����� �



	���� �

�

� � �

(2.26)

Equazionedi Wien

�



�




�

� � � �

���������



	
�
�

�

�

(2.27)

Equazionedi Rayleigh-Jeans

�

�

�

���

�
�

�

�

�

(2.28)

Equazionedi Planck

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

�

� �

�����

� 
 �

� �

��������� �



	��
����� �

(2.29)

Accantoallo studiodel corponeroeranopresentialtri effetti nonspiegabili conle
teoriedel momento,in particolarel' effetto fotoelettrico, chesi collocaai margini
del visibile, versol'ultravioletto (1-10eV,

���

�

	�	

�

� ) e l'ef fettoCompton.

ESERCIZIO: 40.3

Un �lamento di tungstenosipu �oapprossimareconun corpo nero:
emetteP=200Wad una temperatura T=3200K: qual' �e la super�-
cie radiante del �lamento?
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I = Intensit�a di energia emessaperunit�a di tempoperunit�a di area=
Potenzaemessaperunit�a di super�cie.

� � �

�

�

���

	��

	

� �

�

�

�

�

� �����

� �

�

�����

ESERCIZIO: 40.7

Il nucleodi esplosionedi una bomba H raggiungeuna tempera-
tura di

�

�



	

�

�

: qual�e
�

 ���

?

��
 �
�

�

�

�

�

������� �



	
�

� �

�

SonoRaggiX di notevole energia (centinaiadi KeV, o MeV).
�����

ESERCIZIO: 40.38

L'intensit �a (�usso) di energia che giunge sulla Terra dal Sole �e
� �




�

�

�

�

�

�

�

.
La potenzairradiatadalSole(distanzaTerra-Sole=




�

�

�



	

� �

� ) �e:

�

� �

	

� �

�

�

�
�

�

����� �



	
���

�

Il raggiodelSole�e �

�

������� �



	

�

� , qual'�e la temperaturasuper�ciale
delSole?

�
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20 CAPITOLO 2. IL CORPONERO

ESERCIZIO: 40.43

Una stella dista
� �

�

��� �



	

���

� , e la sua intensit�a luminosa �e



�

�

�

�

�

�

, edil massimodi emissionesiahaper
� 
 ���

���

�

	

�

� .
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����� �

� �
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Capitolo 3

Effetto Fotoelettrico

7/5/2003

L'effetto fotoelettricoconsistenella emissioneda partedi un fotocatododi elet-
troni, emissioneindottada fotoni. L'effetto vienestudiatotramiteun dispositivo
mostratoin �gura 3.1: si trattaessenzialmentedi un tuboavuotocondueelettrodi
metallici.

Quandola luce incide sul catodoquali fenomenisi presentano?Le osservazioni
fattemostranoalcunicomportamenticaratteristicila cui spiegazionerimanevaper�o
ignota:

� �ssatala frequenzadellaluceincidente,
�

, si misuraunaintensit�adi corrente
proporzionaleall'intensit�a luminosa:nonesisteun'intensit�asogliaal di sotto
dellaqualenonc' �e fotoemissione.

� nonc' �eritardotral'istantedi illuminazionedell'elettrodoel'istantedi emis-
sione(

��

	

� �

�

).

� esisteunafrequenzasoglia,
�

�

, e per
�

�

�

�

non succedenulla, indipen-
dentementedall'intensit�a luminosa.

� Si pu�o applicareun potenzialeagli elettroditaledaannullarela correntedei
fotoelettroni:si osservache,lasciandocostante

�

, esisteunpotenzialesoglia
cheannullal'intensit�a di corrente,equestopotenzialevarialinearmentecon

�

. Questopotenzialerappresentaunamisuradell'energia dell'elettrone.

21
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Figura3.1: Dispositivo perlo studiodell'effetto fotoelettrico

NOTA:

L'elettronesi trova in un tubo a vuoto, e si muove da catodoad anodo: seap-
plico un potenzialeche si oppongaa questomovimento, l'elettrone riescea
raggiungerel'anodo solo sela suaenergia �e suf�ciente a superarela differenza
di potenzialeapplicata,dunquemaggiore�e l'energia degli elettroni emessidal
catodo,maggiore�e il potenzialechedevo applicareperannullarela correntedei
fotoelettroni.

I vari fenomeniosservati nonpotevanoesserespiegaticonle teoriecorrenti:vedia-
moadesempioperch́e il fattochenonci fosseunritardodi emissionetra illumina-
zioneed effettiva emissionedegli elettronirappresentava un problema(nel senso
chela teorianonriusciva adareunmodellosoddisfacentedel fenomeno).
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ESERCIZIO: Il Ritardo di emissione

�E data una super�ce S di Potassioposta a 75cm da una lampa-
da da 100W la cui potenza irradiata �e il 5% della potenza as-
sorbita. Ogni atomo di Potassiosi consideri come un disco cir-
colare di

�

=10nm. Determinare il tempo richiesto da ogni atomo
per assorbire una quantit �a di energia pari a 2eV, che �e l'energia
caratteristica per accendere il fenomenofotoelettrico.

Intensit�a luminosa
� � � �

	

�



	�	

�

	

�

	

�

�

�

� 	

� �

�

�

�

�

	

� �

�

�

�

�

Potenzaassorbitadall'atomo
�

�
�

�

�

�

�

� �

�

�

� �

�

� �

���
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	 � � �
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�

�
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�

� �




��� �



	

�

�

�

�

�

�

�

�



	

�
�

���

�

�

Dovrebbequindiesserciun ritardodi emissionedi ben57s!!!
�����

Il fenomenoerastatostudiatomolto bene,ma solo nel 1905Einsteinne d�a una
spiegazioneusandol'ipotesi di Planck:ipotizzacheanchela luce si trasmetta a
pacchettidi energia

���

.
Gli elettronirestanocon�nati neimetalli: si pu�o pensarecheperusciredebbanosu-
perareunacertabarrieradi energiapotenziale,cio�edevonoavereunaenergiacine-
ticaminima.Questaenergia cineticaminima �edettalavoro di estrazioneindicato
conla lettera � , che�e tipicamentedi qualcheeV.
L'energia cineticamassima�e collegataal potenzialedi arresto: il potenzialedi
arrestoverr�a infatti superatosolosela particellahasuf�ciente energia cinetica.
Dunquel'energia fornitadalfonoteall'elettrone,

���

, “vieneusata”dall'elettronein
parteper“uscire” dalmetallo � , edin partepercontrastareil potenzialed'arresto:
si pu�o dunquescrivere:

��� �

�

�

�

�

� (3.1)
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Figura3.2: Gra�co frequenzacontropotenzialed'arresto

NOTA:

Si pu�o pensarel'elettronecomeunapallina in unabuca: riceve energia
���

suf�-
cientea farlo saltarefuori dallabuca,(usciredal metallo),mapoi deve affrontare
una salita (potenzialed'arresto)e ci riuscir�a solo se l'energia cineticaresidua

���

�

� �e suf�ciente.

Dall'equazionesi notacheil coef�ciente angolaredel gra�co di �gura 3.2 rappre-
senta

���

�

per cui si pu�o calcolaresperimentalmentetale rapporto,e se �e noto � , si pu�o
ricavare

�

.

Questa�e una importanteconfermadella correttezzae generalit�a dell'ipotesi di
Planck,datochela stessacostantesi pu�o calcolareutilizzando2 fenomenicomple-
tamentediversi.
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� � � �

�

Elettrone

“Potenzialedi Estrazione”

“Potenzialedi Arresto”

Figura3.3: L'elettroneche“saltafuori” dallasuabuca

NOTA:

Una teoriarisulta esseretantopi�u “corretta”, quantopi�u riescea spiegareo co-
munquenonentrain contraddizionefenomenidiversi,noncorrelati,esoprattutto
fenomenichel'autoredellateoriastessanonaveva presoin considerazione.

ESERCIZIO:

L'emettitore di un tubo ad effetto fotoelettrico ha un
�

�

�

�

	�	

�

�
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(lunghezzad'onda di soglia). Si determini
�

della luce incidente
quando il potenzialed'arr esto �e

�

�

�

���

� �

.

1. La frequenzadi sogliami d�a il valoredel lavoro di estrazione:

�

�����

�

���

�

�

�

�

���������
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��� ��� �
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�
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���

	

�

�

�

Notiamola costante
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��� ���
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� �
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�����

�

� �

�����
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2.

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

���




�

�

�����

NOTA:

Il quantoincidenteha energia 4.57eV, di cui 2.07eVsonousati per usciredal
metalloe i restanti2.5eV sonousatiperarrivareall'altro elettrodo.

ESERCIZIO:

Sia
� �


 �

�

�

�

l'energia per unit �a di tempo per unit �a di super-
�cie che incide su una super�cie di potassiocon �

�

�����

�

�

, con
�

�

�

�

	

�

� ultravioletto

1. Determinarel'energiacineticamassimadei fotoelettroniemessi:

��� ���
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2. Selo 0.5%dei fotoni incidenti producefotoelettroni,quantine
sonoemessiin 1sperogni cm

�

?
I S= I 1cm

�

= energia assorbitaperunit�a di tempo

��� �

�

	

�




�

�




� � � �



	

�

�

fotoni al secondoincidenti.
Gli elettroniemessisono

�

�

�����

	

�

	�	

� �

����� �



	

� �

L'intensit�a di correntevale
�




���

�




��� �



	

�

�

�

, cio�e frazionidi �

�

(se
tutti gli elettroniarrivanoall'altro elettrodo).

�����

3.1 Il punto della situazione

Abbiamoquindi visto chel'ef fetto fotoelettricopresentafenomeninonspiegabili
con le teorie classiche,mentrerisulta un modello coerenteapplicandol'ipotesi
quantistica.
L'ipotesi di Planckasseriva chel'energia si trasferiscedalleparetidel corponero
al campoelettromagneticoin quanti di energia. Einstein,con la suaspiegazio-
ne dell'effetto fotoelettricogeneralizzaquestoconcettoaffermandochel'energia
del campoelettromagneticorimanedivisa in quanti,e ciascunquantodi energia
rappresentaun fotone.
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Capitolo 4

Effetto Compton

Una volta ipotizzatoche i fotoni abbianounanaturacorpuscolare,cosacheco-
me abbiamovisto portaad un modellodell'effetto fotoelettricochespiega i da-
ti sperimentali,bisognaveri�care seil comportamentocorpuscolaredei fotoni si
manifestaanchein altresituazioni.
Unadellepropriet�a di un corpo�e la quantit�a di moto: vediamonel casodel fotone
comela si pu�o esprimere,datochela suamassa�e 0: abbiamocio�e:

�

�

	

� �

� �

percui le de�nizioni di quantit�a di motoe energia cineticanonhannosensosepa-
ratamente,haper�o sensola quantit�a:

�

�

�

�

� (4.1)

che�e indipendentedallamassa,e si pu�o utilizzareancheperil fotone,peril quale
vale

�

� �

�

�

�




�

�

�

�




�

L'espressionechecollega energia e quantit�a di motoper il fotonesi pu�o scrivere
quindi1

� �����

�

�

�

�

�

�

���

�

�

�

�

Abbiamodunqueunaespressioneperla quantit�adi motodelfotone:ora,perle par-
ticelle,la quantit�a di motosi trasferiscein unurto,quindidovremmoosservareuna

1A questopropositosi vedaanchenelCapitolo“Richiami” (par. 10.2)alla �ne del testo.
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variazionedi quantit�a di moto,o equivalentementedi energia, o equivalentemente
di lunghezzad'onda.

4.1 RaggiX

Il trasferimentodi quantit�a di motosi deve osservareconqualsiasitipo di fotone:
sar�api�u facileper�o osservarlosufotoni adaltaenergia (cio�econelevataquantit�adi
moto): l'ef fetto Compton(variazionedi quantit�a di motodel fotonedovutaadun
urto) �e infatti statoosservatola primavolta confotoni di RaggiX, adaltaenergia.
I raggi X sonoprodotti accelerandodegli elettroni con differenzedi potenziale

�

���



	

�

�

: risulta
���

�




���

�

�

�

� ���

�

�
	��

�




�

�

�

�

� ���

�

�
	��

�

�

�

�

�

La
�

�


��

dei raggiX prodotti �e funzionedellatensioneapplicataagli elettrodi.

4.2 L'esperimento

A questopuntoabbiamotutti gli strumentinecessariperstudiareil fenomenodel-
l'interazione tra un fotone e l'elettrone, e dovremmocercaredi spiegare la di-
stribuzionedell'intensit�a in funzionedell'angolo di diffrazione,comesi osserva
nell'effetto Compton(vedi �gura 4.1).
L'esperimentoconsistenel bombardarecon un fasciodi elettronimonocromatici
unalaminadi graf�te, e rilevarela lunghezzad'ondadopoil bersaglioa vari an-
goli di diffusione: la maggiorpartedegli elettronipassasenzaesseredeviata,ma
alcuni vengonodeviati e la nuova lunghezzad'onda del fotonedeviato dipende
dall'angolo.
Comptonipotizz�o chela variazionedi lunghezzad'ondafossedovutaallavariazio-
nedellaquantit�a di motonell'urto conunelettrone,ecalcol�o la variazioneusando
questomodello(urto fotoneedelettrone).
Sia 1 il fotonee 2 l'elettronea riposo:applichiamoi principi di conservazione
dellaquantit�a di motoedell'energia:
Perquelcheriguardala conservazionedellaquantit�a di moto lavoriamoin 2 di-
mensionieabbiamo,in riferimentoalla �gura 4.2

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

eseparandole componenti:
���

�

�

���

�

�

������� �

�

�����

�

���

�

�

����� �
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�����
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Figura4.1: Dai diagrammioriginali di Compton,pubblicatisu PhysicalRewiev
del1923
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Figura4.2: Interazionetra fotoneedelettrone

dove
�

�e l'angolo tra la direzioneincidentee quellauscentedel fotone, mentre
�

�e l'angolo tra la direzioneincidentedel fotonee quellauscentedell'elettrone.
Quindi, riscrivendole relazioni
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�

���

�

�

�������

�

�

�����

�

���

�

�

����� �

�

�

�����

�

e quadrandoe sommandoin mododaeliminarel'angolo
�

il principio di conser-
vazionedi quantit�a di motoportaallaseguenterelazione:

�

�

�

�

�

�

���

� � ���

���

�

� � �
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���

�

� ����� �

(4.2)

orapossiamoapplicareil principiodi conservazionedell'energia , cio�e:
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�

�

�

cio�e l'elettrone �e a riposoprima dell'interazione,mentredopoha ancheenergia
cinetica.Da questaequazionesi ottiene

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

edin particolare l'energia totaledell'elettrone vale
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(4.3)

Ora, in riferimentoall'equazione10.9(
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), ed usandola 4.2
risulta:
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E sostituendoil valoredi
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edora,usandola 4.2,
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(4.4)

maricordandoche
�	� � �
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, otteniamo
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������������

(4.5)

che �e l'equazionedi Comptonchelega la lunghezzad'ondaall'angolo di disper-
sione

�

.
La quantit�a
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�e chiamatalunghezzad'ondadi Compton.
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NOTA:

Perch́e abbiamounastruttura�ssa ed unachesi muove? �e legatoal fatto chei
fotoni colpisconosiaelettronicheprotoni,mai protonisonocirca2000volte pi�u
pesantidegli elettroni,percui il loro spostamento�e irrilevante.

ESERCIZIO:

Qual' �e l'energia di un fotone la cui quantit �a di moto �e uguale a
quella di un elettronela cui energia cinetica �e3 MeV.
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quindi
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questa�e la quantitadi motodel fotone
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NOTA:

Comesi esprimela quantit �a di moto
Spessola quantit�a di moto vieneespressacome �

�

�

�

�

�




� �


 , cio�e si lasciala
velocit�a dellaluceesplicita,e la si esprimecomeenergia suc.

ESERCIZIO:

Un fotoneconenergia E = 0.3MeV incide suun elettronea riposo
conun urto frontale (diffusione nella stessadir ezione)Determina-
re la velocit�a di rinculo.
Conservazionedell'energia :
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Conservazionedellaquantit�a di moto :
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dove
�

�

indica l'energia del fotone dopo l'interazione, ed il segno
menoindicacheil fotone�ediffusoall'indietro. Sommandomembroa
membro,si elideil termine

�

�

, energiadel fotonediffuso,e la velocit�a
dell'elettronerisulta

�

�
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Risoltoconl'equazionedi Compton:
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perch�e
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maora,la lunghezzad'ondainiziale �e
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percui
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Percui l'energia del fotonedi rinculo �e
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�����

�

�

e si pu�o calcolarela velocit�a dall'equazionedellaconservazionedel-
l'energia edelmomento.

�����

ESERCIZIO:

In un esperimentoCompton, l'elettr onediffuso ha
�

�

�



	�	

�

�

�

,
ed �estatocolpito da un fotonecon energia

�




���

	�	

�

�

�

.
� Determinare

�

del fotonediffusosel'elettrone�ea riposo:
Applicandoil principiodi conservazionedell'energia:
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� Determinarel'angolo di diffusionedel fotone.
Conla relazionedi Compton
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ESERCIZIO: 40.59

Fenomenodi retrodiffusione (urto frontale,
�

�
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� ), e si ha
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� � �

, quanto vale l'energia del fotoneincidente?

Dalla relazionedi Compton
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sapendoche
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� , allora
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ESERCIZIO: 40.68

Energia di rinculo dell'elettr onedi Compton in funzionedell'an-
golodi diffusione.

�����

4.3 Fotoni egravit �a
9/5/2003

Vediamoun'altrainteressanteveri�ca dellanaturacorpuscolaredeifotoni2, ovvero
comerisentonodellaforzadi gravit �a

Fotoni egravit �a

La velocit�a di un fotone,il quantodella radiazioneelettromagnetica,nel vuoto �e
la costante

� �

��������� �



	

�

�

�

�

. Nella descrizionedella dinamicarelativistica,
l'energia e la quantit�a di motodi unaparticellasonolegatetra loro dallerelazioni:

2LEZIONE MANCANTE: oltre a questoargomentosonostatisvolti degli esercizi
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Il fotonenon ha massaa riposotuttavia l'energia e l'impulso di un fotonesono
descrittidallarelazione:

� ����� �

�

�

ela suamassarelativistica�e �

��� � �

�

������� �

�

. Ci si pu�o domandaresela massa
relativistica e la massagravitazionaleabbianolo stessosigni�cato e costruireun
esperimentochenemettain evidenzagli effetti. Supponiamodi inviarea terrada
un altezza

�

un fotonedi frequenzacaratteristica
�

. Al suoarrivo a terra,l'energia
del fotone�eaumentatadi unaquantit�a paria � �

�

che,nellanostraipotesi,diventa
�

����� �

�

�

�

�

.
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�

Figura4.3: Un fotonein “cadutalibera”

L'energia del fotonea terrasar�a dunque:
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���

ricordandoinfatti che
� � ��� �

�

�

�

. La frequenzadunque�e variatadi una
quantit�a chesi pu�o esprimerein percentualecome:
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�

(4.6)

Pounde Rebka3 nel 1959riuscironoa metterein evidenzaquestofenomenoad
Harvard, alla torre dell'Universit�a, dove

�
�

�������

� solamentee la variazione
3PhysicalReview Letters,Vol. 4, Num. 7, (1960),pp.337-341
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�

. In questocasofuronoutilizzati fotoni da14.4KeV di energia,
ottenutida un processodi disintegrazioneradioattiva del cobalto

�

�

	

�

�

�

���

� .
Questoeffetto risulta per�o ancorapi�u interessantesesi considerala luce emessa
dalla super�cie di una stella di massa

�

� e raggio �

� , molto pi�u grandi delle
rispettive grandezzecaratteristichedellaTerra.
Sullasuper�ciedellastella,al momentodell'emissione,il fotonehaun'energiapo-
tenzialegravitazionale
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�

e quandoil fotonevieneosservato
sullaterra,adistanzamoltogranderispettoa �

	

, la suaenergia sar�a:
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����� �
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	 �

�

� �

equindi la frequenzasar�a diminuita.Questofenomeno�e detto“red-shift” gravita-
zionale.

�����
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Capitolo 5

La struttura atomica

14/5/2003
Nel periodoin cui Planckformulava la suaipotesiquantistica,cercandodi spiegare
lo spettrodi emissionedelcorponerovi eranoaltri fenomenilacui spiegazionenon
erachiara.Gli spettridi emissionedei gas,adesempio,presentavanodelle righe,
eranocio�e discontinui,e pur essendovi molti dati sugli studidi questofenomeno,
nonerapresenteunateoriachelo spiegasse.
Ancheperquelcheriguardala strutturadell'atomole cosenoneranomoltochiare:
erastatoscopertol'elettronedaThomson,percui eraevidentechel'atomo aveva
asuavoltaunastrutturainterna,manonsi sapeva qualefosse.
Il modellopi�u in vogaeraquellodi Thomsonchiamatoaplum-pudding,cio�e sup-
poneva che gli elettroni fosserodistribuiti comel'uvetta in una torta, e fossero
statici. Questomodelloerain realt�a diffuso in quantononc'eranessunaproposta
migliore.

5.1 L'esperimentodi Rutherford

Allo scopodi chiarire la strutturaatomica,Rutherfordprogett�o un esperimento
di diffusione: un bersagliovienecolpito da particellemonocromatiche� , cio�e 2
protoni e 2 neutroni— un nucleodi He doppiamenteionizzato,chesonomolto
pi�u pesantidegli elettroni. Il bersaglio�e costituitodafoglie sottili d'oro: lo scopo
dell'esperimento�equellodi studiaregli angolidi diffusione:si notachela maggior
partedelle particelle �e deviata di un piccolo angolo,ma alcunesonodeviate ad
angolimaggiori,edalcuneaddiritturaretrodiffuse.
Questodatometter�a in crisi il modellodi Thomsonin cui le particelle� dovrebbero
esseredeviatedi poco,e comunquemai retrodiffuse: essendoinfatti questemolto
pi�u pesantidegli elettroni,senell'atomononvi fossealtro,nonpotrebberoessere
deviateadangoligrandi.

41
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Figura5.1: Angolodi diffusionenell'esperimentoRutherford

I dati sperimentalisi possonoper�o spiegare,in manieraclassica1, supponendoche
esistaunnucleomassivo caricopositivamente:supponiamochela carica positiva
siaconcentratain un piccolospazio: in questocasoil nucleo�emoltopi�u pesante
dellaparticella �

e lo si pu�o considerarefermonell'urto: abbiamocio�e un campo
di forza centraledel tipo:
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�




�

�

�

�

���

�

�

�

�

(5.1)

con
�

il numeroatomico.
Calcoliamol'angolodi deviazione

�

delleparticelle:conriferimentoalla�gura 5.1,
�

�e l'angolo cheindividua la posizionedellaparticella,l'assey �e sceltoin modo
talechel'iperbole percorsadallaparticellasiasimmetricarispettoadesso.
La quantit�a di motosi conserva in modulo:variala direzione,in particolare
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mavaleanche
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anoi interessala componentedellaforzalungol'assey, cio�e
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1Vedidispense:̀`Sulla diffusione di Rutherford''
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Quindi
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e dobbiamocalcolare
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. Sappiamoche in un campodi forze centrali, il

momentodella quantit �a di moto si conserva, percui
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infatti vale
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, dunque
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sostituendoquestonell'integralechestavamocalcolando
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risulta:
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(5.2)

o anche

� �
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(5.3)

Dove b �e la distanzatra la traiettoriadella particellae il nucleo: minore �e b,
maggiore�e

�

, angolodi diffusione,cio�e
� � �

�

�

�

�

�

�

.
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Risulta interessanteesprimereil numerodi particellediffuse rispettol'angolo di
diffusione:vale

�

���

�

�

�

�

dove: f �ela frazionedi particellediffuse,n �eil numerodi atomiperunit�adi volume,
e t �e lo spessoredellalaminae

�

�

�

�e l'areadel foglio. Differenziando:
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� � �����
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�

Differenziandola 5.2rispettoa
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eab, di ha

� �
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� �

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

�

�����

���

�

(5.4)

chedescrive la frazionedi particellediffuseadun angolo
�

rispettola direzionedi
incidenza.
La formulasi pu�o anchescriverecomesegue:
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dacui
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�

�����

�
�

�

5.1.1 Il modello di Thomson

Questerelazionisonoconcordiconi dati sperimentalirilevati daRutherfordecol-
laboratorinell'esperimentodi diffusione:il modellodi Thomsondava invecedelle
previsioni completamentediverse,edin perticolarele deviazionimassimepreviste
sonodell'ordinedi qualchemilliradiante.

Sulla diffusione nel modelloatomicodi Thomson

Il modellodi Thomson,conosciutocomeplumpudding,descrivelastrutturaatomi-
cacomeunadistribuzioneuniformedi caricapositiva nel volumeoccupatodall'a-
tomo,congli elettronicomecaricheelettrichepuntiformi distribuite casualmente
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Figura5.2: Angolodi diffusionenelModellodi Thomson

nelvolume.La diffusionedi particellecheattraversanounastrutturadi questotipo
�ecaratterizzatadavalori piccoli degli angolidi diffusione.La massadegli elettroni
�e talmenteridotta rispettoalla massadelle particelleo rispettoall atomo,da non
portarecontributi signi�cativi nelleconsiderazionicheseguono.
Le particellecheattraversanounaregionedi caricapositiva diffusadi raggioR,
subisconounavariazionedi quantit�a di motonelladirezionetrasversarispettoalla
direzionedi incidenza
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	 �
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	 �
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In questaespressione
�

� rappresentala caricaelettricadellaparticella,
�

� la carica
del nucleoed � la dimensionedell'atomo. Detto

�

l'intervallo di tempoin cui la
particellaincidenteattraversal'atomo,si ottieneunavariazionedi quantit�a di moto
pari a:
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	 �
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L'angolodi diffusione�edunquelegatoal parametrod'impatto
�

dallarelazione:
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L'angolodi diffusione�enullo siaper
� �

	

cheper
���

� , cio�eal di la delcon�ne
della regioneatomica.In questomodello,con �
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�

� la de�essionemedia,
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calcolataper
� �

�

�

�

, in unasingolacollisionedi particelle � da5 MeV diffuse
daunbersagliod oro (Z=79) �e:
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�

Il valoremassimodella de�essionein una singolacollisione si ottieneper
���

�

�

�

���

�

evale
�

� �




�

����� �



	

� �

� �

�

.
�����

NOTA:

Abbiamoun percorsotipico di moltealtre situazioni: c' �e un fenomenoda spie-
gare,vienepropostoun modello,dal modellosi traggonodelleprevisioni chesi
veri�cano sperimentalmente:sequestesonocorrette,il modellovieneaccettato,
almeno�no aquandononsi presentanodati contrastanticonesso.
Un esperimentocon dati contrastanticon la teoriapu�o indicareche la teoria �e
errata,o che�evalidasoloin un determinatoambito.

5.1.2 Diametri nucleari

Lo scopodell'esperienzadi Rutherforderaquello di otteneredelle informazioni
sullastrutturainternadell'atomo:coni datiraccoltiedil modelloanucleomassivo,
si possonootteneredelle informazionirelative alle dimensionichequestonucleo
deve avere:in casodi retrodiffusionesi pu�o scrivere:
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�

�

(5.5)

dacui ricavareR:
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�

���

�

�

�

�

(5.6)

esi pu�o ottenerecos�� un limite superioreal diametrodelnucleoin


	

�

�

�

� .
C' �eunasempliceformulaempiricaperottenereil diametrodell'atomo:
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	 �

�

�

� (5.7)

Vediamoin manieraintuitiva il perch�e di questarelazione:rappresentiamoqueste
strutturecomeoggetti ideali, punti o sfere,anchese in realt�a questa�e solo una
approssimazione,un nostromodello.
I nucleoni(N) costituiti daneutroni(n) e protoni (p) hannounacertastrutturaed
unadensit�a di caricaelettricadescrittada:
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���

�

dove r �e la distanzadal centrodi simmetriadel sistema,e R si pu�o interpretare
comeraggiodelnucleone.
Seimmaginiamoil nucleonecomeunasfera,vale

�

�

� �

�

�

�

�

mentreil volumedelnucleosi pu�o scriverecome

���

�

�

�

�

�

A questopuntoil numerodi nucleonipresentisar�a:
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�

�

dacui si vedela proporzionalit�a

�

�

���

�

Questodiscorsovaleovviamentecontuttele ipotesisempli�cative fatte: �e un mo-
dello (nucleonicomesfere,cheper�o occupanotutto lo spazio)checi consentedi
ottenereunacomodarelazione.
Notiamo che, variandoil raggio del nucleocon la radicecubicadel numerodi
massaatomica,il raggionuclearehaun limitato intervallo di variazioneper i vari
elementi.
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NOTA:

Spessosi tendea visualizzareun modello in termini di oggetti/esperienzequo-
tidiani: un tale paragonepu�o essereutile, portarcia capireil modello,bisogna
comunquesemprericordarechesi trattasolodi un paragone,e di usarlosolo lo
strettonecessarioabbandonandolononappenaci pu�o portarefuori strada.

5.2 Spettri atomici

Abbiamodettocheunaaltro fenomenomolto studiatoeranogli spettri atomici,
ottenuticon tubi a scaricacontenentigasrarefatti. Fraunhofersi dedic�o molto a
questotipo di esperimenti:ciascungas�e caratterizzatoda un particolaretipo di
spettro:per l'idrogeno si individuarono4 righe caratteristiche,descritteda varie
formuleempiriche:unaformulachedava ottimeprevisioni eraquelladi Rydberg:




�

�

�




�




�

�

�




�

�
�

(5.8)

Abbiamoquindi

� un nucleoconcentratoin unapiccolazona

� unospettroNON continuodescrittodaregoleempiriche

ebisognaspiegarequestifenomeni.

5.3 Il modellodi Bohr

Bohrpresentanel 1913un modello,limitato all'atomodi idrogeno,e in realt�a non
moltobencapitoperparecchianni.
Ipotizzaunnucleoconun elettronecheorbitaattornoadesso.
La situazionepu�o esseredescrittaclassicamente:
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quindi
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�

Dal puntodi vistaclassico,per�o, seunacaricasi muovedi motoaccelerato,la cari-
caemetteradiazionielettromagnetiche,quindi energia, percui il sistemadegrada.
Bohr ipotizz�o che

� gli elettronioccupanodelleorbiteprecise,stazionarie,in cui nonemettono

� emissioneedassorbimentosonoconnessial passaggiotra2 orbite

� le orbitepermessesonotali percui i momenti della quantit �a di moto sono

� ���

�

���

dimensionalmentequestarelazione�e corretta:l'idea guidadi questaipotesi�e che,
ipotizzandola presenzadi un qualchefenomenoquantisticonell'atomo,neconse-
guecheprobabilmentevi �e unarelazionein cui comparela costante

�

, checome
abbiamovistocomparesemprenei fenomenidi questotipo.
Da considerazionipuramentedimensionali,sappiamochel'unit �a di misuradi

�

�e
il �

� ���

, chedimensionalmentesi pu�o vederecomeunmomentodi quantit�adi moto,
infatti:
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Quindi,dalpuntodi vistadimensionale,�eplausibilecheil momentodellaquantit�a
di motodi possascriverein funzionedi

�

conla relazione:
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dacui
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e in�ne
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� � �

����� �



	 �

� �

� (5.9)

che�e la relazionecheconsentedi calcolarei raggidelleorbitedegli elettroni: �

�

�e
dettoraggiodi Bohr.
Analogamentel'energia associataadogni orbita �e:
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dacui
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(5.10)

Quindigli elettronioccupanopreciseorbiteconpreciseenergie.

5.3.1 Le transizioni

Vediamooracosasuccededurantele transizioni:
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dacui
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che�e la relazionedi Rydberg, con
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�
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�

Questo�estataunagrossaconfermadelmodellodi Bohr, in quantosi adattavabene
ai dati sperimentaliacquisitirelativamenteagli spettridi emissione:il modellodi
Bohrhacomunquevari problemi:adesempio,perch�e le orbitesonocircolari?

5.4 Il punto della situazione

Le relazionidi Bohrcheabbiamovisto�n'ora, relativamentealladescrizionedella
strutturadell'atomo,sono:
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(5.11)
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(5.12)
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(5.13)

ESERCIZIO: 41.9

Qualepu�o essere la velocit�a di un elettronein orbita?
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ESERCIZIO: 41.10

Quanteri voluzioni compieun elettroneeccitato(n=2) in un atomo
di H? La vita media dell'eccitazione �e �

�



	

�

�

.
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NOTA:

Vita media Il numero di elettroni che permane nello stato eccitato �e
statisticamentedescrittonel tempoda
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�
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�

�

�

���

�

La grandezza� �ede�nita vita media
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�

�

�

�

usandola formulagi�a trovata:
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il numerodi orbitesar�a dunque:
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�
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NOTA:

Natura ondulatoria della materia Il fattochel'elettronehaalcunistatipossibili
�e l'analogo degli stati stazionaridei fenomeniondulatori. Questoha sensose
associamoall'elettroneunanaturaondulatoria,comeal fotone.
Questovuol dire che le circonferenzedelle orbite permessesono quelle con
lunghezzamultipladi

�

, cio�e tali daconsentirel'esistenzadi ondestazionarie.
Questaidea sulla naturaondulatoriadella materiaera stataintrodottada Bohr,
ancheselui nonsenereseconto.
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ESERCIZIO:

Date delle particelle � , con
�

�

�

�

� �����

�

�

, si calcoli la distanza 16/5/2003
minima di avvicinamentoad un nucleodi Pb conZ = 82. A questa
distanza,le particelle penetranonel nucleo?
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�

� �

�

�

dove Ze �e la caricadelprotonee2e �e la caricadellaparticella � .

NOTA:

La distanzadi minimo avvicinamentosi ha nell'ipotesi di un urto frontale: la
particella

�
ha una certaenergia cineticainiziale: si avvicina al nucleo�no a

fermarsie a tornareindietro: quandosi ferma(�e la distanzaminima), l'energia
cinetica�ediventataenergia potenziale,dacui la relazionescritta.

quindi:
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i diametrideinucleiatomicisono:
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conA = 207.La particelladunquenonpenetranelnucleo.
Peresserecorrettibisognerebbeveri�care di nonesserein condizioni
relativistiche:bisognacio�e calcolarela velocit�a dellaparticella.

�����

ESERCIZIO: 41.7

Si consideri una particella � con
�

�

�

�

� �����

�

�

incidente su un
bersagliodi Litio (Li, Z=3,A=6.94).
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Ipotesi: nell'urto l'atomo di Litio si considerafermo!
Si procedecomeprima:
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C' �e un problema: la particellasembrapenetrarenel nucleo,per cui
abbiamosbagliatoqualcosanel nostromodello: l'ipotesi errata�e di
pensarel'atomo di Li fermo, in quantola suamassa�e confrontabile
conquelladellaparticella� .

�����

ESERCIZIO: 41.25

Quanto devevalere l'energia di una particella � perché la distan-
za minima di avvicinamento ad un nucleo di Al coincida con la
sommadei raggi nucleari?

���

�

�

�




�

� �

�

���������

�

�

� �

�

�

�


 


�



	
�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

� � �

�

���




� �



	
�

�

�

quindi
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l'energia cineticacorrispondente�e
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5.5 Esperienzadi Franck-Hertz

L'esperienzaconsistenell'applicareunadifferenzadi potenzialetra dueelettrodi
applicatialle estremit�a di un tuboa vuoto in cui sonopresentivaporidi mercurio
(1/1000di atmosfera).
Studiandol'andamentotensione/correntesi notaungra�co “strano” (vedi �g 5.3).
Inoltresi notaemissioneelettromagnetica.
Gli elettronisonoaccelerati,colpisconogli atomidi Hg, eccitandoli,enellostesso
tempofermandosi,dopol'urto sonodi nuovo accelerati,�no a raggiungerel'ener-
giasuf�ciente adeccitareunaltro atomodi Hg: in questourtovalela relazione

���

�

�

�

�

doveeV �e l'energia dell'elettroneincidente,mentre

� �

�

�e il quantodi energia emessodalladiseccitazionedell'Hg.

Figura5.3: AndamentoV/i nell'esperimentodi Franck-Hertz
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ESERCIZIO: 41.38

Il primo massimo,nel gra�co dell'esperienzadi Franck-Hertz, sia
ha per V = 4.88V. Quanto vale

�

della luceemessa?
� �

�

�

�
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� �

dacui
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�����

ESERCIZIO:

Si calcoli l'energia di
�

� ionizzazionedell'atomo di Litio (Z=3)
(L'energia di

�

� ionizzazione�e l'energia per togliere il terzo elet-
tr onedell'atomo, quello pi �u interno)
Nel modellodi Bohrabbiamo:
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�

�

dove a numeratorecompaionola caricadell'elettrone(e) e quellanel
nucleo (e): nel casodell'atomo di Litio, estendendoil modello di
Bohr, la caricadell'elettrone�esempre(e),maquelladelnucleo�e(Ze),
quindi
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�

in questocason=1. perchedevo togliere1 elettronesolo,che�e l'elet-
tronebase:
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ESERCIZIO:

Si calcoli l'energia di



� ionizzazionedell'atomo di Litio (Z=3)
(L'energia di




� ionizzazione�e l'energia per togliere il primo elet-
tr oneall'atomo, quello pi �u esterno)
Proviamoadusareil modellodi Bohrpercalcolarel'energia di prima
ionizzazione:dobbiamocio�eestrarrel'elettronepi�u esterno:in questo
casol'elettrone pi�u esternovedeunacaricanuclearepari a Z=1, in
quantovi sono2 elettronicheschermanopartedellacaricadelnucleo.
Inoltre n=2, in quantoabbiamo3 elettroni,e 2 elettronioccupanoil
livello n=1,il terzo,che�e il nostro,occupail livello 2.
Conquestidati risulta:
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���

� �

�

Sperimentalmentequestovalorerisultaper�o essere
�

�

���

�

�
�

�

: que-
sto valore si otterrebbedal modello di Bohr, ponendouno Z=1.26.
Sembracio�e chel'ef fetto di schermodei 2 elettroniinterni siaparzia-
le, cio�e ci sonodellezonedi compenetrazionetra le orbite. Il modello
di Bohrhaqualcosachenonva!

�����

5.6 RaggiX
22/5/2003

I RaggiX vengonoprodottidaelettroniacceleratidaunadifferenzadi potenziale,e
poi frenatibruscamentecontroun bersaglio.C' �e unarelazionetra l'accelerazione
dell'elettronee la potenzaliberata,datadallaformula di Larmor 2
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� �
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(5.14)

e la lunghezzad'ondaemessain funzionedelpotenzialed'accelerazione�e
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� (5.15)

2VediLucidi
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Figura5.4: SpettrodeiRaggiX

I RaggiX presentanounospettrodi emissionetipico, chevariapocodaelemento
adelemento,e conduecaratteristichebendistinte:

� unacomponentecontinua

� unacomponentea righe

Perquelcheriguardala componentecontinua,si pu�o immaginarechegli elettroni
incidenti, acceleratidalla differenzadi potenziale,perdanounacertaenergia nel
loro primo impatto,controun atomodel bersaglio,e conl'energia chegli rimane,
proseguano�no all'impattosuccessivo. Statisticamenteneiprimi impattiperderan-
nopi�u energiachenegli ultimi, equestod�ala formacaratteristicadellacomponente
continuadellospettro,dettoinfatti ancheradiazionedi frenamento.

5.7 La leggedi Moseley

Moseley si �e dedicatoallo studiodegli spettridi raggiX, delle righecheessipre-
sentano,edin particolarehastudiatola relazionetra le righe

�

� , cio�equellerighe
checorrispondonoatransizionidallivello immediatamentesuperioreal livello fon-
damentaleversoil livello fondamentale,indicato,conil formalismodi Bohrcome
transizione

� �

�

�

� �




, e l'elementochecostituisceil bersaglio.
Moseley osserv�o unarelazioneall'incirca quadraticatrala frequenzadellarigaedil
quadratodelnumerodi massaatomica,relazionechemiglioravadi molto,ponendo
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in relazionela frequenzaconil quadratodel numeroatomico
�

dell'elemento,ed
in�ne not�o unalinearit�a ancoramigliore tra frequenzaequadratodi

�

�

��
 �

�

, cio�e

�

� �

�

� 


Questopercorsoerapuramentesperimentale,nel sensocheMoseley cerc�o la re-
lazionechemeglio si adattava ai dati sperimentali:avendoper�o Bohr presentato
un modellodi strutturaatomica,risultava interessantevederesequestomodello
poteva giusti�care la relazionedi Moseley.

5.8 Modello a strati del nucleo

Si presentaper�o la necessit�a di estendereil modellodi Bohr, natoper descrivere
l'atomo di idrogeno:la cosapi�u semplicedafare�e considerareun atomoconnu-
meroatomicomaggioredi 1 comecostituitodaunnucleocon

�

protoni,attornoal
qualeorbitano

�

elettroni.Questielettronioccupanoorbitesuccessive, comefos-
serostrati�cate l'una sull'altra, dacui il nomedel modello“a strati”: ogni guscio
inoltrecontiene2 elettroni,allora,indicativamente,dei

�

protoni,il nostroelettro-
ne“vede”unacaricapari a

�

� 


, essendounacaricapositiva unitariaschermata
dall'elettronesuocompagno.
In questaestensionedel modello di Bohr, che non va intesatroppo alla lettera,
l'equazione5.13, viene modi�cata considerandoche l'elettrone che compie la
transizione“vede”unacarica
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, comedetto,percui:
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quindi

�

� �

�

� 


fattocheconfermala relazionedi Moseley ricavatasperimentalmente.

5.9 Emissionestimolata

Supponiamo3 di avereunatransizionedallostatoenergetico1 allo stato2: �eneces-
sariaunaenergia

��� � �

�

�

� �

3Vedidispensa:L'emissione stimolata e la legge di Planck
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Il numerodi atomicheeseguequestatransizione�e:
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dove

�

�

�

numerodi elettroninellostato1

�

�

�

� probabilit�a cheavvengaunatransizionedallostato1 allo stato2

�




�

�

�

densit�a di energia

Analogamenteperla transizioneinversaabbiamounarelazionedel tipo:
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�

dove

�

�

� numerodegli elettroninellostato2

�

�

�

�

probabilit�a cheun elettroneritorni allo stato1, o probabilit�a di disecci-
tazionespontanea
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�

�

�



�

�

�

questo�e un termine introdotto da Einstein e rappresentaun
contributo di diseccitazionestimolata

RIFLESSIONE:

In corrispondenzadi
�

�

�

esisteancheun
�

�

� , cio�e vi �e unaprobabilit�a nonnulla
di eccitazionespontanea?

Il fenomenosi veri�ca in presenzadi unelettroneeccitato:al giungeredi unfotone,
l'elettronesi diseccitaed emetteun fotonecoerente(stessafrequenzae fase)del
fotoneincidente.
Per questosi parla anchedi ampli�cazione, in quantoil fotone incidenteesce
“duplicato”
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5.9.1 La leggedi Planck

Vediamooracomedaquesteconsiderazionisi possaricavarela leggedi Planckper
altravia: consideriamo2 stati

�

e
�

con

�


 �

� �

possiamoscriverele stesserelazioniappenavistecome:

Eccitazione �




� � �
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Diseccitazione �

� �
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Vediamoche�ssati i e j, resta�ssataanche
�

: ricaviamol'espressionedi
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.
Perunacondizionedi equilibrio termodinamico deve essere
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percui
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Ora considerandola distribuzionestatisticadi Boltzmann(equipartizionedell'e-
nergia),vale:
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quindi risulta
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Abbiamoquindi ritrovato l'espressionedellaradiazionedel corponerodi Planck,
se �




� �

�

�




. Einsteinnonavevamododi provarequestarelazione,checomunque
dimostreremoesserevera.
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5.10 Maser eLaser

Masere Lasersono2 acronimiperMicrovave/L ight Ampli�cation by Stimulated
Emissionof Radiation.
Parlandodi microondeci riferiamoa

�

�



	

� �

� ,
� �



	

�

�

���

.
L'idea di basedei Maser/Laser�e quella di costruireun dispositivo che porti la
maggiorpartedegli atomi in uno statoeccitato,in modo da provocarepoi una
emissionestimolatadi fotoni coerenti.
Il primo Maserfu realizzatonel 1954,usandola molecoladi ammoniaca( �

�

� ):
questamolecolasi pu�o trovare in 2 diversecon�gurazioni, la cui differenzadi
energia �ecorrispondenteacirca

�

�

�



	

� ���

.
La molecola�e costituitadaun tetraedro,in cui l'azoto occupauno dei vertici: le
duecon�gurazioni corrispondonoalle 2 diverseposizionidell'Azoto rispettoai 3
atomi di H: queste2 con�gurazioni4 hannoun momentodi dipolo diverso,per
cui, conunopportunacon�gurazionedi campomagnetico�epossibilesepararele 2
molecole,tenendosoloquellecorrispondentiadun livello energeticoalto.
Unavoltaseparate,le molecolevengonoimmessein unacavit �arisonantea24GHz,
in cui le molecolesi diseccitanoegeneranoun fasciocoerente.
Quest'ideadi base�eapplicataancheperi Laser:unodeiprimi tipi �estatoil lasera
Rubino(Ossidodi Alluminio,

� �

���
� ).23/5/2003

ESERCIZIO:

Si determini la correzionealla lunghezzad'onda di un fotoneemes-
soda un atomo di H quando si consideraanchel'energia cinetica
di rinculo dell'atomo.
Applichiamoil Prinicipio di conservazionedell'energia:

�


 � 


�




�

�

�

� � �


 �

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�


 � 


�




�

�

�

�

� �


 �

�

�

�

���

�

� �

�

�

�

�

�

���

�

�

�

� �




�

�

�




�

�

�

�

���
(5.16)

4Vedi lucidi
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Indichiamocon
�

la lunghezzad'ondadel fotone,mentre
�

�

�e la lun-
ghezzad'onda del fotone se si ignora l'energia cinetica di rinculo
dell'atomo.
Il nostroscopo�e trovaredi quantodifferisconoqueste2 quantit�a.
Applichiamoorail principio di conservazionedella quantit �a di mo-
to per calcolarel'espressionedell'energia cinetica, ricordandoche

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

, perun fotone�

� � � �

, quindi

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

����� � �

�

���

�

�

infatti
�

�

���




�


 , quindi

� �

�

�

�

���

�

�

dacui

�

�

�

�

�

���

�

�

sostituendonella5.16,viene:

� � �

�

�

�

�

�

�

�

���

�

�




���

�

�

���

�

�

�

� � �

�

�

�

�

�

���

�




�

� � �

�

�

�

�

����� �



	

�

�

�




�

Si pu�o scrivereanche
�

���

�




�

�

� �

���

�

�




�

�

� �����

�

�




�

dove
�

�

�

�e l'energia a riposodell'atomo.
Indicativamente,per

�

�



	�	

�

� , abbiamounadifferenzadi lunghez-
zad'ondadi 1 partesu



	

�

, cosacheci fa considerarelecito ignorare
l'energia cineticadi rinculodell'atomo.

�����
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ESERCIZIO: Il principio di corrispondenza

Il principio di corrispondenzaasseriscecheil passaggiotra feno-
menoquantistico e classico�e graduale. Si mostri cheper un ato-
mo di H nel casoin cui

�

� � 


, l'energia emessanella transizione
�

�

�

� 


corrispondealla fr equenzadi rotazione.
L'energia cineticadell'elettronevale

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

dacui

�

�

� �

�

�

�

�

� �

quindi la frequenzadi rotazionedell'elettrone�e:

� �

�

���

�
�

�

���

�

D'altro cantola frequenzadel fotoneemesso�e:

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

� 
 �

�

�




�

� �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 


�

�

�

�

� 
 �

� �

maperipotesi
�

� ��


, percui

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

Quindi la frequenzadi rotazione�e ugualealla frequenzadel fotone
emesso.

�����
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ESERCIZIO: Limiti del modellodi Bohr

Consideriamo un atomo di oro che emetteradiazioni nella riga
�

� : cio�e la transizione dal livello immediatamentesuperiore al
fondamentaleversoil fondamentale(da n=2 a n=1).

�

�

� �

�

���

�

�

�

�

�

� 
 �

�

�

�

�

�

�

�

��
�� 


�

�

�

�

�����

	

�

�

�

�

Misuratasperimentalmentela lunghezzad'ondarisulta
�

�




���

�

�

� ,
dacui risulta

�

� �

� �

�

�

��� �

	

�

�

�

�����

La regoladi Moseley funzionaperatomiconpiccolonumeroatomico,vediamoad
esempioqual'�e la differenzatrai valori previsti dalmodellodi Bohrele rilevazioni
sperimentaliperunatransizione

�

� di alcunielementi:
Elemento Z Bohr Sperimentale
Calcio 20 3.68keV 3.69keV
Zirconio 40 15.5keV 15.8keV
Mercurio 80 63.6keV 70.8keV

ESERCIZIO: Produzionedi RaggiX

Quanto deve valere la differenzadi potenzialeminima per avere
� ��

	

���

�

� ?

�

�


 �

�

� �

�

�

�

dacui

� �


 


�����

�

�

�
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o

�

���


 


�����

�

Cio�e per avere raggi X con
� � 

	

���

�

� �e necessariauna
�

�

�


 


�����

�

.
�����



Capitolo 6

Propriet �a Ondulatorie della
materia

6.1 L'ipotesi di DeBroglie
26/5/2003

Abbiamovisto comel'ipotesi quantisticaci consentadi spiegaremolti dei feno-
meni osservati relativamenteal comportamentodelle onde elettromagnetichee
dell'interazionedi questeconla materia.
D'altro cantoancheil comportamentoondulatoriodelle ondeelettromagnetiche
aveva ricevuto molte confermesperimentali,per cui possiamoconcluderechele
ondeelettromagnetichepresentanoun comportamentosiaondulatoriochecorpu-
scolare.
Ricordiamocheunagrandezzatipica utilizzatanelladescrizionedi un fenomeno
ondulatorio�e la lunghezzad'onda

�

, mentreunagrandezzatipicamenteassociata
aduncorpo�e la quantit�a di moto � : vediamonelcasodel fotone,il quantodi luce,
la relazionetraqueste2 grandezze:vale

� ����� �

� �

�

e

���

�

�

da cui si pu�o ricavareunarelazionetra lunghezzad'ondae quantit�a di moto nel
casodel fotone,cio�e:

�

�

���

(6.1)

67



68 CAPITOLO 6. PROPRIET�A ONDULATORIEDELLA MATERIA

De Broglie ipotizz�o chequestarelazionefossevalida in generale,nonsolo per il
fotone,mapertutti i corpi.

ESERCIZIO: Palla da Biliardo

Calcolare la lunghezzad'onda associataad una palla da biliar -
do: m=450gr, v=8.5m/s(vienechiamata: lunghezzad'onda di De
Broglie)

�

�

�

�

�

�

�

�

�




� � �



	 �
���

�

�����

Vediamodunquechequantoasseritoda De Broglie non �e in contraddizionecon
l'esperienzain quantoil valoredella lunghezzad'ondaassociataadun corpoma-
croscopico�e molto piccolo, dunque,il comportamentoondulatoriodella materia
non �eosservabilemacroscopicamente.

RIFLESSIONE:

Supponiamodi avere una palla da biliardo che si muova con �

�



	

�
���

�

�

�

:
allora

�

risulterebbeessereunalunghezzaosservabile?
Perch�e non si osserva? La velocit�a non pu�o assumerevalori cos�� piccoli? O li
assumepertempitroppopiccoli?

6.1.1 DeBroglie eBohr

Utilizzandol'ipotesi di DeBrogliesi pu�o dareunanuova interpretazioneal model-
lo di Bohr dell'atomo: Bohr introduceunaipotesidi quantizzazionedel momento
dellaquantit�a di motodell'elettroneedabbiamovistochel'energia cineticasi pu�o
scriverecome:

�

�

�

�

�

�

�

���

�

� �

�

�
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mad'altro cantola quantit�a di motosi pu�o scriverecome:

�

�

�

�

�

�

quindiuguagiandole 2 relazioni,edusandol'ipotesi di DeBroglie:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

dacui

�

�

���

�

�

�

o

�

�

�

���

�

�

(6.2)

La quantizzazionedelmomentodellaquantit�adi motosi traducequindinellaquan-
tizzazionedelleorbitechepossonoesserepercorsedall'elettrone,edin particolare
la relazionetraorbiteammesseelunghezzad'ondaassociatarisultaesserela stessa
validaperle ondestazionarie.
Leorbiteammessesonocio�equellecheconsentonoall'elettrone,vistocomeun'on-
da,di rimanerein unregimedi stazionariet�a: infatti sel'orbita nonhaunalunghez-
zamultipla della lunghezzad'ondadell'elettrone,orbitesuccessive si sovrappon-
gonoin manieradistruttiva, e l'elettronenonpu�o esistere.
C' �e dunqueuno strettolegametra strutturadell'atomoe naturaondulatoriadella
luce.

6.1.2 Diffrazione degli elettroni — DavissoneGermer — 1927

Sel'ipotesi di De Broglie �evalida,si richiedecomunqueunaveri�ca sperimentale
della naturaondulatoriadell'elettrone(o di altre particelle),veri�ca che implica
l'osservazionedi effetti tipicamenteassociatia fenomeniondulatori.
Consideriamogli elettroni: perveri�carne la naturaondulatoriacerchiamodi ve-
deresesi osservanofenomenidi diffrazione:
Perl'elettronevale:

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

dallarelazionedi DeBroglie
�

�

�

�

:

�

�

�������

���

�

���

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�
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cio�e si pu�o calcolarel'angolo
�

percui osservareil primo massimodi diffrazione
(

� �




): i risultati sperimentaliconfermanoquestaprevisione,e quindi la natura
ondulatoriadell'elettrone.In seguito �estatadimostrataanchela naturaondulatoria
di altreparticelle,comeil neutrone.

6.1.3 Micr oscopioelettronico

Si possonousaregli elettroni comeparticellesondacon una piccola lunghezza
d'onda:peraverefascidi elettronisi usanosorgentielettromagnetiche,si focalizza
il fascioconlenti elettrostatiche,esi portail fasciodi elettronisulcampione.
Si ottienela produzionedi raggiX, di altri elettroni,ebackscatteringdegli elettroni
incidenti.

ESERCIZIO:

Determinare la quantit �a di moto, la velocit�a e l'energia con
�

�



	�	

�

� , per:

FotoneX Quantit�a di moto �

�

�

�

�

����� � �



	

�
�

�

�

� �

�

�

Energia:
� �

�

���




�������



	

�

�

�

�

�




���

�

�

�

�

Velocit�a:
�

elettrone Quantit�a di moto �

�

�

�

�

����� ���



	

�
�

�

�

� �

�

�

Velocit�a nonrelativistica: �

� �

�

�

� � � �



	

�

�

�

�

�

Energia a riposo: �

�

�

�

�

	

�

�


 


�

� �

Energia cinetica:
�

�

� �




�

�

�

���

�




�



	

�

���

�

�




�




�

�

neutrone Quantit�a di moto �

�

�

�

�

����� ���



	

�
�

�

�

� �

�

�

Energia a riposo: �

�

�

�

�

� �����

� �

Velocit�a nonrelativistica: �

� �

�

�

���

�

	

�

�

�

Energia cinetica:
�

�

� �




�

�

�




� �




�



	

�
�

�

�

�

	

�

	

���

�

�

�����

6.1.4 L'onda di DeBroglie

Supponiamodi avereunascatoladi lunghezza
�

, edentrola scatolaunaparticella
di unadeterminatalunghezzad'onda

�

��� �

� .
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Cerchiamodi capirecomesi comportala particellaconsiderandola suanatura
ondulatoria:essendola particellapresentenellascatola,dal puntodi vistaondula-
toria, l'onda adessaassociatadeve esserestazionaria,quindi

�

��� �

�

�

���

�

����� �

�

� � ����� �

�

�

�

con
� � ���

� .
Poich́e l'onda �e stazionaria,deve valerela condizionedi nodoalle estremit�a della
scatola(posizione0 eL), dunque

� ���

�

�

�

� �

�

�

�

�

cio�e la particellanellascatolahalunghezzed'ondaquantizzate.

�

�

�

�

� �

�

� �

�

�

e

���

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

cio�e la particellanella scatolaha lunghezzad'onda,quantit�a di moto ed energia
cineticaquantizzate,inoltre la quantit�a di moto e l'energia cineticaminime non
sonomainulle.

6.1.5 Ipotesi di Born

Associandounafunzioned'ondaadunaparticella,si poneil problemadell'inter-
pretazionedadareaquestafunzione:l'ipotesi di Borndicechela funzioned'onda
rappresentala densit�a di probabilit�a di localizzazionedellaparticella:la particella
si trova in un determinatopunto,maperogni puntonoi possiamosolode�nire la
probabilit�a di trovarvi la particella.
Trattandosidi unaprobabilit�a, valela condizionedi normalizzazione:

�

	

�

	

�

�

� ��� �

�

�

�

�

�

�




6.1.6 Il punto della situazione

Abbiamovisto la funzioned'onda:

�

��� �

�

	

�

�

�����

�

�
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con
� �

���

�

�

, dacui

�

��� �

�

	

�

�

�����

�

�

�

�

e

�

�

��� �

�

�

assumeil signi�cato di densit�a di probabilit�a dellaparticella.
Abbiamoinoltrevistochei valori di energia sonoquantizzatisecondo

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(6.3)

ESERCIZIO:

�

� �

�

�

�

�

����� �



	

�

�

� � �

�

�

�

�

�

�

questo indica che al diminuir e della lunghezza della scatola L,
aumentap (quantit �a di moto).

� � �

�

�

�

�

�

�

�

����� �



	

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

al diminuiredi L aumental'energia cinetica.
Ancheil fenomenodella particellanella scatola�e evidentesolo a li-
vello microscopico.

�����

ESERCIZIO: 42.5

Probabilit �a cheuna particella si tr ovi tra
�

�
�

�

�

� e
�

�

�

�

�

�

� .
Ricordiamochevale:

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

�
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�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

Funzioned'onda(partespaziale):

�

��� �

� �

�

����� �

�

�

�

� �

edallacondizionedi normalizzazione

�

�

�

�

�

� ��� �

�

�

�

�

�

�




risulta
�

�

�

�

�

���

.

Ricordandoche
�����

�

�

�

�

�

�

�

��
�������� �

�

�

� �

allora:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
��� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�����
�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

��
�������� �

�

�

�

�

� � �

�

�

�

�

�

�




�

�

� �

�

�

�

�

�����

�

�

�

�

� �

�
�

�

�

�

�

�

�

�




�

�




���

� �

�����

�

�

�

�������

�

�

�

�

�

eper

� n pari: probabilit�a 1/2

� n dispari,1,5,9,... : probabilit�a
�

�

�

�

�

�

� n dispari,3,7,11,... : probabilit�a
�

�

�

�

�

�

�
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NOTA:

�

�

�

�

�

�

�

�

��� �

�

�

�

�

�

�

� ��� �

�

�

� ��� �

�

�

��� �

�

�

�

�

con
�

�

��� �

�

�

densit�a di probabilit�a.
�����

27/5/2003

ESERCIZIO: 42.25 La diffrazione degli
elettroni

Abbiamo visto chel'elettr oneha una natura ondulatoria, quindi
ci aspettiamodi osservare fenomenipropri delle onde: fra questi
la diffrazione. Siadato un fasciodi elettroni con

�

�

�

�

�

�

�

�

, che
passaper una coppiadi fenditure distanti �

� �

	

�

� , ed osservia-
mo la �gura risultante su una lastra a distanza

�
�




� . Qual' �e la
distanzatra duemassimiadiacenti?

�

�

�

���


 


�



	

�
�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

���

�

�



	 �

�

�

�

che �e molto minoredella velocit�a della luce. Dalla relazionedi De
Broglie:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � �



	
�

� �

�

Si poteva fareanche�

���

�

�

�

�

�

�
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Ora,siahainterferenzacostruttiva per

�

����� �

���

�

Poich�e l'angolo
�

�epiccolo,si pu�o approssimare
����� �

�

�

, percui

� �

�

�

�

�




�

�

�



	�� �

quindi la distanzafra i massimi�e:

	

� �

� �

�




�

�

�



	 � �

�




���

�

�

�����

ESERCIZIO: 42.27Elettrone in una scatola
unidimensionale

Un elettrone in una scatolaunidimensionaleassorbe/emetteluce
con

�

�

�




�

���

� e
�

�

�����




�

� . Determinare:

1. il massimo
�

chepu�o essereassorbitodall'elettrone

2. quale
�

pu�o essereassorbitafra le seguenti:27.7,55.4,23.7nm.

3. la lunghezzadellascatola

La differenzadi energia tra2 statidell'elettrone�e:

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

� �

�

���

�

dove nell'ultima uguaglianzacompareil
�

dellaluceemessa.Quindi:
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� �
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�

�

�

�

�

(6.4)

Sappiamochel'elettroneemettea
�
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�
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�

e
�

�

�����




. Devevalere:
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�

�

�

�

�

�

�

�
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�

�

�

�

�
�

�

�

� �

�

Calcoliamoorail rapportotragli n, in un certonumerodi casi:
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n' / n 1 2 3 4
2 3 - - -
3 8 5 - -
4 15 12 7 -
5 24 21 16 9

sen=1,d il rapporto
�

�

�

�

�
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�

allorale duefrequenzedatecorrispondonoalle2 transizioni:
�
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ora dall'equazione6.4 possiamoricavare la lunghezzadella scatola,
con

�

�

�

�

e
� �




. Risulta
� �
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percui
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Qual'�e il valoredi
�
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 ?
�

sar�amassimoper
�

�

�

�

�

�

�

�

minimo,che
dallatabellarisultaessere3. Quindi
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�

In�ne, veri�chiamo qualedelle tre
�

datesoddisfa questarelazione
coni valori dellatabella:

�

332/
�

27.7 12 SI
55.4 6 NO
23.7 14 NO

quindi il
�

possibile�e
�

�

��� � �

�

� .
�����
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6.2 Principio di indeterminazionedi Heisenberg

La naturaondulatoriadellamateriahaun'altra importanteconseguenza,formaliz-
zatanel principio di Indeterminazionedi Heisenberg: nonsi pu�o localizzarenello
spazioeassegnareunaquantit�a di motoadunaparticellaconprecisionearbitraria:
vale

�

�

� �����

�

�

���

(6.5)

o analogamente

�

�

�

�

���

�

�

���
(6.6)

cio�e siamoin presenzadi un limite intrinseconellanatura,e nondi un limite nella
nostrastrumentazionedi misura.

6.2.1 Micr oscopioidealedi Bohr

Vediamodi dareunaspiegazionedi questoprincipio: supponiamodi voler osser-
vareun elettronelanciandoglicontroun fotoneedosservandoil fotonerimbalzato
sull'elettrone.
Il fotoneha

�

�

�

�

�

����� �

�

�

�

�

�

in quantosedevo osservareil fotoneri�esso, questodeve rientrarenelmio micro-
scopio(cio�e

�

�




�

	

� ).
Questa

�

� �e per�o la stessadell'elettrone. Ora la posizionedi un fotone si pu�o
determinareal meglio conun incertezzapariallasualunghezzad'onda

� �

�

�

�

quindi
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� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

doveabbiamousatola relazionedi DeBroglie

�

�

�

�
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6.2.2 Velocit�a di fase

Un'ondamonocromaticasi pu�o descriverecome

� ��� �

�

�

�

�

�


��

�


 ���

���

perl'onda di De Broglievale

�

�

�

�

� �

���

�

� �

���

� �

� �

�

analogamentevale

� �

���

�

�

���

� �

���

�

� �

�

�

(quest'ultimopassaggiovaleconqualcheriserva!). Comunquepossiamoscrivere:
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��� �

�

�

���

�

�

�
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�

�



�

�

���

dove abbiamop al postodi x edE al postodi
�

.
Ricordiamole relazionirelativisticheperenergia equantit�a di moto:

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

e ricordiamola de�nizione di velocit�a di fasecome

�

� �

�

�

���

�

daquesterelazionisi vedeche:

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

Problema: hounavelocit�adi fasechepu�o assumerevalori maggioridi c: vedremo
chela velocit�a di fasecomunquenonhasenso.
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Figura6.1: Un pacchettod'onda

6.2.3 Pacchettod'onda

Vediamoorala descrizionedi unaparticellacomeun pacchettod'onda: sianodue
funzionid'onda:
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��� �

�

�

�

� ����� �

�
�

�	�

� �

�

�

�

�

��� �

�

�

�

� ����� �

�

�

�	�

�

�

�

�

possiamoporre:

�
�

�
�

�

�

�

�

e

�

�
�

�
�

�

�

�

�

edanalogamenteper
�

: allorasi pu�o scrivere:
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��� �
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� ����� � �
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����� �
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� ���
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�

� �

e

�

�

��� �

�

�
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� ����� � �

�

� �

�

�

� � � �

�

� ���

�

�

� �

quindi
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��� �
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�

�����

��� �
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� �
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��� �
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�

�

�

� ����� �

�

� �

�

�

� ����� � �

�

� � �

�

�

�

Cio�e abbiamola convoluzionedi due fenomeniondulatori: il pacchetto d'on-
da �e cio�e la composizionedi pi�u onde,ed unaparticellasi pu�o pensarecomeun
pacchettod'onda.
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In questocasopossiamodeterminarela lunghezzad'ondacomelo spaziooccupato
dalpacchettod'ondafratto il numerodi periodi,cio�e

�

�

� �

�

Per�o in N, numerodi ondechevedo,poterisbagliaredi 1 nelconteggio: allora

�

�

� �

�

esel'errore �e1, l'errore su
�

�e:
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�

�




�

� �

�

�

� �

dacui
� �

�

�

�




� �

Calcoliamoora:
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� �
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� �

���

risulta:

� � �

�

���

Cio�eabbiamoritrovatoil principiodi indeterminazionedi Heisenberg, consideran-
do unaparticelladescrittacomeun pacchettod'onda: quindi il principio di in-
determinazionedi Heisenberg �e intrinseco nella descrizioneondulatoria della
materia.

ESERCIZIO: 42.6 — Modello di nucleo con
elettroni

Determinare
�

� di un elettroneconsideratonel nucleodi un ato-
mo di Ar gento,Ag, Z=47, A = 108.
Si trattadell'incertezzasull'energiadi legametraprotoneedelettrone.
Sia �

�

�

�

�

���

�
���

� ��� �
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dacui
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Sel'elettrone�e all'interno delnucleo,l'incertezzasullasuaposizione
si pu�o considerarepari al diametrodelnucleo,quindi

� �

�

�

�

Allora:
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� �
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�

�

�

�

�

Ipotizziamoun elettronerelativistico,percui

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

in quantol'energia di ripososi pu�o consideraretrascurabile:abbiamo
cio�e la stessarelazionevalidaperunelettrone.Allora
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�

�

�

�

Calcoliamol'energia di legamedell'elettrone:ogni elettronenel nu-
cleo vede2Z protoni e (Z-1) elettroni, per cui, nel complessovede
(Z+1) carichepositive: l'energia di legame�edunque:
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�




�
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�

�

�
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 �

�

�

�

�



	

�

� �

Cio�e la massimaenergia dell'elettrone�e 10 Mev, mentrel'indetermi-
nazione�e pari a15MeV.
L'elettronenonpu�o dunquestaredentroil nucleo,perch́e la suaener-
gia pu�o arrivarea 15MeV, suf�ciente a farlo uscire. Infatti l'indeter-
minazionecheabbiamosull'energia dell'elettronenon indica il fatto
che abbiamouna incertezzasulla misura,ma proprio che l'energia
dell'elettronepu�o variare�no ai 15MeV.
Appenal'elettronesuperai 10MeV, escedalnucleo.
Quindi una strutturaatomicacon 2Z protoni e Z elettroni non pu�o
esistere.

�����
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Capitolo 7

Equazionedi Schrödinger

28/5/2003
29/5/2003A questopunto1 Bohr haintrodottoun ipotesiquantisticanelladescrizionedell'a-

tomoe De Broglie haintrodottol'idea dellanaturaondulatoriadellamateria:con
l'equazionedi Schr̈odingersi ha un modellomatematicocheriuniscein maniera
moltoelegantequestedueipotesi.

Accenniall'equazionedi Schrödinger

Unaparticellalibera in motonel versopositivo dell assex di un sistemadi riferi-
mentounidimensionale,pu�o esseredescrittada unafunzioned'ondanella forma
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�
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� �
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�

oppurecome
�

��� �

�

�

�

�

�

�




���

� �

�

�



�

�

�

dove �

� �

�

rappresentala velocit�a di fase.
Considerandoche

�������

e
�

�����

� , la funzioned'ondadiventa:
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�
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�

�

�




�

(7.1)

Le derivatedellafunzioned'ondarispettoallevariabili
�

e
�

sono:
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� ���
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� �

� �
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�

ossia

�

�

���

� �

���

���

� �����

� �

� ���

e
1LEZIONE MANCANTE: 28 e29/5/2003:l'equazionedi Schr̈odinger
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�

� �

�

�

�

�

�

�

���

� �

�

�

�

�

ossia

��� �

�

�

���

���

� �

� �

�

�

Nel casodi velocit�a trascurabilirispettoallavelocitdellaluce,l'energiadi unapar-
ticella �e la sommadellasuaenergiacinetica

�

�

�

�

�

�

�

� edell'energiapotenziale
�

, funzionedellecoordinatespaziali:

���

�

�

�

�

�

� � ��� �

�

�

Moltiplicando entrambii membri per la funzioned'onda
�

e poi utilizzandole
relazionivistesi ottiene:
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dacui
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�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�
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�
�

�

�

�

�

�

�
�

� �

� �
�

� � ��� �

�

�

�

�

che �e l equazionedi Schr̈odingerdipendentedal tempo,in unasoladimensione.
Nel casodi tredimensioni,l'equazionediventa:
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�

� �

���

�

�

�

� �
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�

�

(7.2)
�
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� �
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� �

� �
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� � �
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�

�

�
� � � ��� �
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�

�

�

�

�

�

�

Nel casodi fenomeniindipendentidal tempo,l'equazioneassumela forma (per
semplicit�a nelcasounidimensionale):
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���

	

L'equazione�e stataottenutautilizzandola funzioned'ondadi unaparticellalibera
e si potrebbedubitareche la suavalidit�a sia generale. Pensandoinveceche la
stessaequazionesia in sestessaun principio primo, pur ottenutopartendodauna
situazioneparticolare,dobbiamopiuttostovalutarnela suavalidit�a veri�cando le
previsioni neidiversiaspettisperimentali.
Una propriet�a importantedell'equazione�e che �e linearenella funzioned'onda e
nellesuederivate,equindiunaqualsiasicombinazionelineare

���

�

� �

�

� �

� di
funzionid'ondachesianosoluzionidell'equazione�eanch'essaunasoluzione.
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Secondol'interpretazionedi Borndellafunzioned onda,il suomoduloal quadrato
�

�

�

�

rappresentala densit�a di probabilit�a chela particellasi trovi in un particolare
puntodellospazioed �equindi
soggettoalla condizionedi normalizzazione,ad esempionel casodi unasoladi-
mensione,

�

�

�

�

�

�

�

�




, dove l'integrale�eestesoin tutto lo spazio.
Il valoremediodi unosservabile,funzionedellecoordinatespaziali,associatoalla
particellasar�adi conseguenzacalcolatoattraversola relazione

� � ��� � �

�

�

� ��� �

�

�

�

�

�

�

�

.
Particella in una bucadi potenziale
Il casodi unaparticellaracchiusain unascatolaunidimensionaledi lunghezzaL,
o di unaparticellain unabuca di potenzialein�nitamente profonda,pu�o essere
descrittodall'equazionedi Schr̈odingernellaforma:

� �

� �

� � � ���

�

�
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� � �

�

�

�

���

	

La funzioned'onda
�

��� �

dovr�aesserenullaall'esternodellabucae,percontinuit�a,
anchesullepareti.La soluzionedell'equazione�e:
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��� �
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� �����
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��� �
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�

�

�

���

�

� �

�

� �

che,perazzerarsiper
�
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eper
�

���

richiedeche

�

�

�

�

�

���

�

� �

�

� ��� �

�

ossiachel'energia caratteristicadellesoluzionidell'equazioneassumasolamente
valori discretidescritti dalla relazione

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

. La normalizzazione
dellafunzioned onda

�

�

��� �

�

�

�

�

�




richiedeinoltrechesia
�

�

�

�

���

�

���

�

.
Si noti chei diversi stati nonprevedonounadensitdi probabilit�a uniformelungo
la bucae,anzi,le densit�a sonodiversedastatoa stato,conventri dove la densit�a �e
massimaenodidove �enulla.
L'equazionedi Schrödinger e l'atomo di idr ogeno
Il problemadeve essereaffrontato in questocasoin 3 dimensioni. L'equazione
indipendentedal tempoin questocasohala forma:
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L'interazione,nell'ipotesi di un nucleoa riposo, �e di tipo centraleed �e meglio
descrittanellecoordinatepolari �

� � �

�

. In questomodol'equazionedellafunzione
d'ondavienescrittacomeun prodottodi tre funzioni indipendenti,unaper ogni
variabile:
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� � �

�

�

�

�

�

�

�

���

� ���

�

�

�

�

�

�

�

el'equazionesi pu�o separarein treequazioniognunadellequaliriguardala relativa
funzionedi ogni coordinata.Un calcolopiuttostolaboriosoportaalle equazioni
nellaformaseguente:

1.
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2.
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3.
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Si noti l'analogia tra l'equazione1) e l'analogaequazioneper le equazionidel
motoin un campogravitazionale,dove, nel terminetra parentesiquadre,compare
invece

�

�

�
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�

�

�

�

�

�

�

� �

�
�

Nel casodell equazionein 1), il momentodellaquantit�a di moto �edatoda:

� �

�

�

�

� � � � 
 �

dove
�

rappresentail numero quantico orbitale edassumevalori positivi o nulli.
Si noti cheil valorel = 0 �epossibileequindi il momentodellaquantit�adi motopu�o
esserenullo,diversamentedalcasodelmodellodi Bohr. Dall equazione1), i valori
di energia chesi ottengonosonoquantizzatie l'espressione�e la stessaottenutanel
modelloatomicodi Bohr:
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�

�

Dove
�

rappresentail numero quantico principale. I valori del numeroquantico
orbitale

�

devono essereinferiori a
�

, ossiai valori chepu�o assumeresono
�

�

	 � 
 �

�

�

� � � � �

� �

�

� 
 �

. Nelleequazioni2) e3) compareunterzonumeroquantico,�

�

,
dettonumero quantico magnetico. Questonumeroquanticoassumevalori interi,
siapositivi chenegativi, ed�e limitato dalvaloredi

�

, ossia,�

�

�

	 ��� 
 ���

�

�

� � �

��� �

.
Se

� �

�

�

�

� � � � 
 �

rappresentail momentodellaquantit�a di motototale,la sua
proiezionesuun genericoasse

�

di riferimento�e
�

�

�

�

�

�

.
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Diversamentedal modellodi Bohr, l'equazionedi Schr̈odingerprevededunquein
modonaturalel'esistenzadi pi�u valori delmomentodellaquantit�a di motoaparit�a
di energia.

�����

30/5/2003

7.1 Il punto della situazione

Abbiamovistol'equazionedi Schr̈odingernellasuaformaindipendentedaltempo:
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chesi pu�o riscriverecomecasoparticolaredi unelettronein unabucadi potenziale:

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

� ���

	

In questocasola soluzionerisulta:

���

� �����

	

�

�

�

�

�

de�nita per
	 �

�

� �

���

.
Si annullaper

	

�

�

�

�

� ���

�

dacui si ricava la condizionedi quantizzazionesull'energia.
Il parametroA si ottienedallacondizionedi normalizzazione:

�

�

�

�

�

�




�

�

�

	

�

�

7.2 L'oscillatorearmonico

Vediamoil casodell'oscillatorearmonicoin cui l'energiapotenzialesi pu�o scrivere
come

� ��� �

�




�

�

���
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�

�

�

�

�

�

� �

�

���

�

�




�

�

��� �

���

	

ponendo�

���

�

�

�

�

e �

� �

�

�

�

�

� possiamoriscriverel'equazionedi Schr̈odinger
in manierapi�u semplice:

�

�

�

�

�

���

�

�

�

� �

���

	

abbiamosoluzioniper �

�

�

�

� 
 �

� �

	 � 
 �

��� � �

cio�e:

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�




�

�

ma
�

�

�e la pulsazionepropriadell'oscillatore,chepossiamoscriverecome
���

�

, cio�e

�

�

�����

�

�

�




�

�

A titolo di curiosit�a, riportiamole soluzionidi
�

:

�

�

�
�

�

�

�

�

�

���

�

�

�

�

���

�

�

� �

�

�

�

�

	




�

�

dove
�

�

indicai polinomidi Hermitte.

7.3 Regoledi Selezione

Cerchiamole regoledi selezionedellestrutturemagnetiche2:
Ricordiamocheesistonovari numeriquantici:

� perl'energia

� peril momentoangolare

� magnetici

Riprendiamol'equazionedi Schr̈odinger

�

�

�

�

�

�

� �

�

���

�

� � ��� � �

� �

	

valeva:
2Rivedere
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� ���

�

�

�

�

�

�

�

��� �

�

�

e

�

� ��� �

�

�

� �

� ��� �

�

�




�

�

�

L'aspettazionedi x �e:

� � �

�

�

�

�

�

� ��� �

�

�

�

In unatransizionec�e un periododi tempoin cui nonsodov�e la particella: la sua
funzioned'onda�e la combinazionelinearedellefunzionid'ondadei2 stati:

�

��� �

�

�

�

�

�

����� �

�

�
�

� �

�

��� �

�

�

allora

� ���

�

�

���

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�
�

�

� ��� �

�
�

�

��� �

�

�

�

�

�

���

�

�

�

� �

�

�

�
� �

� ��� �

�
�

�

��� �

�

�

�

�

���

�

�

�

� ���

�

�

dove
�

�

indicail complessoconiugato.Prendendola partereale,risultaproporzio-
nalea

�

�

� � ��� �

�

�����

�

�

� �

�

�

�

�

�

���

��� �

Cosasigni�ca questo? il valore
� � �

dipendedal tempo in modo oscilla-
torio, cio�e durantele transizionil'elettrone va avanti e indietro, quindi produce
radiazione.
La frequenzadi oscillazione�e:

� �

�

� �

�

�

�

conh senzataglio,ed �e la frequenzadellaradiazioneelettromagnetica.
A volte

� ���

pu�o essere0 perch́e
�

��� �

�e zero.
Abbiamo descrittouna transizione

�

�

� , ed abbiamouna dipendenzada
�

(numeroquanticoorbitale, corrispondentealle orbite s,p,d,...) e da �

�

, numero
quanticomagnetico:

� � �

�ediversoda 0 se
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�

� �

�

� 


�

�

�

�

	 ��� 


E questesonole cosidetteRegoledi selezione: sostanzialmenteunatransizione�e
possibiliesolosehounavariazioneal massimodi 1 delvaloredeinumeriquantici.

ESERCIZIO: Regoledi selezione

� �

�

�

�

�

�

�

�

	

abbiamo
� �

�

�

, quindi ci aspettiamoche
l'integrale

�

��� �

si annulli.
Abbiamofattorizzato

�

separandole trecomponenti� ,
�

,
�

:

�

�

�

� � �

�

�

�




�




�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

�����

�

�

������� � � 
 �

dove �

�

�e il raggiodi Bohr: la primapartedipendedal raggio � , la se-
conda(l'esponenzialeconil coseno)dall'angolo

�

, mentrela funzione
�e costanterispettol'angolo azimutale

�

.
Nel casoparticolare

� �




,
�

�

	

, �

�

�

	

risulta:

�

�

�

� � �

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

A noi interessala parte
�

�����

�

� � 


, il cui integraleci aspettiamovenga
0.
Dobbiamocalcolare

� �

�����
�

� � 


�

����� �

(l'integralevafattosull'angolosolido
�

�������

: vale
�

����� �

�

����� �

�

�

),
nellesuetrecomponenti

�

�

� � �

�

�

.
In unatransizionedeve essere

�

�

�

�

�

�

�

�

���

�

	

nelletre dimensioni:
se abbiamoun integrale nello spaziopassandoin coordinatepolari
vale:

�

�

�

�

�
� �

�

�
����� �

�

�

� �

a noi interessala dipendenzada
�

, cio�e
����� �

�

�

: vale (
�

�e l'angolo
azimutale,quelloconl'assez)
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�

�

�

�

������� �����

�

� �

�

�

����� � �����

�

�

� �

�

�����

�

percui i fattori percui moltiplicatesono
�������

,
����� �

,



.
Quindi

�

�

�

�

�

�

����� � � � 
 �

�

����� �

�

�����

�

�

�

�

� ����� �

�

	

�

�

�

�

���������

�

����� � � � 
 �

�

�������

�

�

�����

�

�

�

�

�����

�

�

�

�

	

�

�

�

�

����� ���

�

����� � � � 
 �

�

����� �

�

	

quindinel caso
� � �

�

� 


o
�

�

�
�

�

� 


la transizionenon �epermessa.
�����

7.4 Effetto Zeeman

L'atomo �e unastrutturaal cui internovi sonocaricheelettrichein movimento: ci
aspettiamoun qualchetipo di interazione,nel casoun atomosi trovi immersoin
uncampomagnetico3.
Vediamola situazionein manierapuramenteclassica:ad una spira percorsada
corrente�eassociatounmomentodi dipolomagnetico:unelettronein orbitaattorno
al nucleosi pu�o pensarecomeunapiccolaspirapercorsadacorrente,percui vale:

�

�

�

�

���

	

�

�

�




�

e la corrente�e:

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

���

�

�

�

�

� �

���

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

���

� �

�

doveabbiamousatol'uguaglianza
� ���

�

�

�

�

�

�

allora:
3Vedidispensà`Le interazioni tra momenti e campi magnetici''
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�

�

� �

�

�

�

�

�

Cio�e il momentodi dipolomagnetico�e:
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

(7.3)

dove con �

�

�

�

�

�

� si indicail rapporto giromagnetico.
Nel casol'atomo sia immersoin un campomagneticoB, il dipolo acquistaun'e-
nergia potenzialelegataall'orientazionedeldipolo rispettoal campo

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

anoi interessala componentedelmomento
�

nelladirezionedelcampomagnetico�

�

� , cio�e:

�

�

�

�
�

�

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

�

�

dove chiamiamomagnetonedi Bohr la quantit�a �

�

:

�

�

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�������

�

�



	
�

�
�

�

�

�

(7.4)

La separazionedelle righe spettraliosservate nell'effetto Zeeman�e dovuta alla
separazionedei livelli energetici dellastrutturaatomicain uncampomagnetico.
Se

�

�

�e la frequenzacaratteristicadi unariga in assenzadi campomagnetico,si
osservono,conun campomagneticoB, tre righea frequenza

�

�

e
� �

�

�

���

�

�
�

�

�

�

�



Capitolo 8

Lo spin

Introduciamoora un ulterioreelementodi descrizionenella strutturadell'atomo:
lo spin, o momentodella quantit�a di moto intrinseco. Il nomevuol ricordareil
momentodi un corpoin rotazioneattornoal suoasse,anchese �e benericordare
chequestiparagonitra mondoclassicoe mondoquantisticopossonoessereutili,
mavasemprericordatochesonoparagonitraduemondicompletamentediversi.
Questanuovacaratterizzazionedellastrutturadell'atomovaadaggiungersiaquel-
le gi�a viste: adognielettroneabbiamoquindiassociatoil numero quantico prin-
cipale, il numero quantico orbitale, edorail numero quantico di spin.

8.0.1 L'esperienzadi Stern-Gerlach

Vediamoinnanzituttosperimentalmentesepossiamoavereunaconfermadi questa
nuova propriet�a degli elettroni: l'esperienzadi Stern-Gerlachstudiail comporta-
mentodi un fasciodi atomidi Argento,fatti passareattraversoun elettromagnete
le cui espansionisonotali dacreareun campomagneticoaltamentedisuniforme,
in modotale da massimizzare

�

�

�

�

�

: dopol'elettromagnete,si trova unalastra
fotogra�ca chevieneimpressionatadal fascio.
Seil campomagnetico�e spento,sulla lastrasi forma unariga nera,mentreseil
campomagnetico�e acceso,si vedechela linea neravieneseparatain duelinee
distinte.
Vediamocosasuccede:l'espressionedell'energia magneticasi pu�o scriverecome:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

dacui
�

�

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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orasi pu�o calcolarelo spostamentodel fasciodovuto alla forza
�

� :

� �
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� �
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�
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�

�

�

�

�
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� �




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

� �

dove
�

�e la distanzapercorsadall'atomodi Ag nel traferro,e � �e la suavelocit�a:
la velocit�a �e collegataall'energia cineticadell'atomodi Ag, a suavolta ricavabile
dallatemperaturadel fornochegenerail fasciodi atomidi Ag.
La conclusione�echeesisteunmomentomagnetico,in quantosi vedesperimental-
mentela separazionedellariganera.
Vediamola strutturadell'atomodi Ag percapireacosa�edovutoquestomomento:
l'argentohanumeroatomicoZ=47, percui vi sono46 elettroninei primi quattro
livelli, edun 47�

� elettrone,solosolettoal livello n=5,o meglio 5s. In particolare
gli elettronisonocos�� distribuiti:
1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p 4d 5s
2 2 6 2 6 10 2 6 10 1

Il livello 5s indica chel'elettrone �e caratterizzatoda numeroquanticon=5 e l=0.
In questacon�gurazioneil momentoangolareorbitale�e 0: d'altro cantosenonvi
fosseun momentomagneticononvedremmola separazionedella riga, quindi c' �e
un momentoangolareintrinsecodell'elettrone,dovuto allo spin.
Abbiamo allora un momentomegnetico,dovuto ad un momentomagneticoin-
trinsecodell'elettrone: vale per il momento della quantit �a di moto intrinseco

	

:

	

�

�

��� � � 
 � �

con

�

�




�

e analogamenteal momentodellaquantit�a di motoorbitale,la componentelungo
un assedi polarizzazionevale

	

�

�

�

�

�

dove
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�




�

Il momentoangolareintrinsecovieneipotizzatoperla primavoltanel1925:come
per il momentoangolareorbitale,questogeneraun momentomagnetico,la cui
espressione�e la seguente:

�

�

�

�

� �

�

�

�

	

eperla componentelungo
�

:

� �

�

���

�

	

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

vediamoche il coef�ciente che lega il momentoangolareintrinseco
	

al mo-
mento magnetico� , detto rapportogiromagnetico�

�

� , differisce di un fatto-
re 2 a denominatoredal corrispondentecoef�ciente che lega il momentoorbi-
tale al momentomagneticoorbitale ( �

�

�

� ). Vedremocomequesti2 momenti
magneticiinteragisconoe l'in�uenza di questofattore2 nell'espressione

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

.

8.1 Principio di esclusionedi Pauli

Il principiodi esclusionedi Pauli derivadallepropriet�adell'equazionedi Schr̈odin-
ger, in particolaredallasuapropriet�a di antisimmetria,edicechein unsistemacon
pi�u fermioni (indicandocon fermioni gli elettroni,protoni, neutroni),2 fermioni
diversinonpossonoaverela stessasequenzadi numeriquantici.

8.2 Il punto della situazione

Abbiamode�nito �n'ora:

�

�

numeroquanticoprincipale

�

�

numeroquanticoorbitale

� �

�

numeroquanticomagneticoorbitale

�

�

numeroquanticointrinseco

� �

� numeroquanticomagneticointrinseco

L'ultimo numeroquanticointrodotto (di spin) non �e previsto dalla equazionedi
Schr̈odinger, bisogner�a aspettareDiracperunaformulazionepi�u formale.
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8.2.1 Limiti del modellosempli�cato di Bohr

Il modellosempli�cato di Bohr pu�o essereestesoad atomi con pi�u elettroni,nel
cosiddettomodello a strati, in cui ogni elettrone“scherma”completamentegli
elettronidegli strati successivi: questomodelloa strati, o a cipolla, non �e veri-
�cato sperimentalmente,in quantoi vari livelli degli elettroni in realt�a non sono
completamenteseparati,masi compenetranol'uno conl'altro.
ad esempio,gi�a per il Litio, con Z=3, vediamoche l'orbitale 2s �e parzialmente
sovrappostoall'orbitale 1s,cio�e nonho schermaturacompletatra i livelli.
Inoltreanchel'occupazionedei livelli avvienein unasequenzanonbanale:
1s,2s,2p,3s,3p,4s,3d,4p, ...
vediamocio�e chein realt�a l'energia dell'orbitale4s �e inferioreall'energia dell'or-
bitale3d.

8.3 Elio, paraelio eortoelio

L'elio si trova in unacon�gurazionecon2 elettronial livello 1s: i 2 elettronihanno
numeroquantico�

�

�

� 


�

�

.
n l �

�

�

�

1 0 0 1/2
1 0 0 -1/2

Nel casoun elettronevengaeccitato,nel suostatoeccitatopotr�a assumere�

�

�




�

�

o �

�

�

� 


�

�

: questiquediversistatidi eccitazionevengonode�niti paraelio
(quandogli spindei2 elettronisonoparalleli)o ortoelio(nell'altro caso).
L'energia di ionizzazione(per togliereun elettrone)�e pari a 24.6Ev, chenel mo-
dello a strati di Bohr corrisponderebbead un Z=1.34, indice che la schermatura
di unodegli elettronisull'altro �e parziale.L'energia di secondaionizzazione,per
togliereancheil secondoelettrone,�e pari a a 54.24eV, e corrispondea

�

�

�

,
infatti a questopuntononvi sonopi�u effetti di schermaturaparzialidi cui tenere
conto.

8.4 Ancora sull'effetto Zeeman

Ricordiamochel'energia potenzialemagneticasi pu�o scriverecome

�

�

�

� �

�

�

dove

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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quindi la differenzadi energia tra2 livelli successivi �e

�

� �

�

�

�

�

�

ESERCIZIO: Effetto Zeeman

Si disponga di uno spettrometro con
� �

�

	

�

�

�

ad una
�

�

�

	�	�	��

. Qual' �e il valore minimo di B che consentedi osservare
l'effetto Zeeman?

�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

���

�

�

�

� �

� �

�

�

� �

dacui
� �

�

�

�

�
�

� �

e in�ne

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�����

�

Questo�e il valoreminimo di B, checonsentedi generareunasepa-
razionenelle linee spettraliosservabile con lo spettrometrodi cui si
dispone.
Ovviamentepervalori delcampomagneticoB maggiori,la separazio-
nedellelinee �e maggiore,equindi pi�u facilmenteosservabile.

�����

ESERCIZIO:

Calcolareil campomagneticoB al centrodell”'orbita” di unelettrone
conn=2.
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�����

ESERCIZIO: Effetto Zeeman

La riga del Ca (Z=20) chesi osserva per
�

�

�

�����

�

si divide in 3
righe separateda 0.25Ain un campomagneticoB=3T. Ricavare il
rapporto e/m
Dalla relazionetrovataprecedentemente

�

�

�

� �

� �

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

si ricava
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�

�




� � � �



	

� �

	

�

�

�

�����

ESERCIZIO:

Dato un atomo, in una transizione l=2 � 1, che produca una riga
�

���

	�	�	��

conB=0,applicandoB=0.6T, quanterighe si osservano
e per quali valori di

�

?
�����

ESERCIZIO:

Si determini la massimaseparazionedi un fasciodi H chepercor-
re d=20cm con velocit�a �

�

� �



	

�

�

�

�

, perpendicolarmentead
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un campo B con
�

�

�

�

�

�

� �



	

�

�

�

� (si trascuri il momento
magneticodel protone)
Il fasciosi sdoppiaacausadell'effetto dellospindell'atomo:
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� �

�

�

�

� �
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� �
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� �
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ma
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�
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quindi

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�




�

� �

�����

ESERCIZIO: Riga 21 cm

La riga a 21cm dell'H, usata per ricostruir e la mappa della ga-
lassia,�e dovuta al rovesciamentodello spin dell'elettr one rispetto
allo spin del protone.Di qualevalore di B risente l'elettr one?
Se

�

�

�edovutoal fattochel'elettronerisentedi uncampomagnetico,
allora

�

���

�

�

�

�

�

�

infatti lo spinlungol'asse�e
	

�

�

�

�

�

, con �

�

�

� 


�

�

e

�

�

�

�
�

�

�

�

�

dacui

�

���

�

�

�

�

�

�

�e la differenzatra2 livelli energetici.
Ricordandoche

�

�

�




�

,
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�

�

�

� �

�

�

�

� �

�

���

�

�

�

�

�

	

�

	

�

�

Si trattadi un piccolocampomagnetico,infatti piccolesonoanchele
energie in gioco:

�

���

�




�

� �

�

�
�

���

��� �



	

� �

�

�

.
�����

ESERCIZIO: Principio di esclusione— La
bucadi potenziale

Siano presentiun numero di elettroni pari a �

��� � �

�



	

�

elet-
tr oni/metro in una buca di potenziale: sesiamoin condizionesta-
zionara, qual' �e l'energia dell'elettr onepi �u energetico?(Si applica
il principio di esclusionedi Pauli)
L'energia deivari livelli vale:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

dove L �e la dimensionedellascatola.
In ognistatovi sono2 elettroni,allora

�

��� �

�

� ���

percui

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��� �

�

�

�

�����

ESERCIZIO: Principio di esclusione
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Si consideri il nucleocomeuna bucadi potenzialeunidimensiona-
le (una scatolacon

� �



	

�

�

�

� ): sec' �eun neutroneogni


	

�

�

�

� ,
Qual' �e l'energia dell'elettr onepi �u energetico?

�����
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Capitolo 9

Momento totale

17/6/2003
18/6/20039.1 Lo spin e il momentomagneticointrinseco

Le interazioni tra momenti ecampi magnetici

Molte1 dellerighedellospettrodi emissione2 di diversielementi,tra i quali anche
l'idrogeno, mostranouna struttura�ne, sonocio�e costituiteda due righe la cui
differenzadi lunghezzad onda�e unafrazionedi nm. Ad esempiola prima riga
della seriedi Balmerdell'idrogeno,la riga L con

�

�

�

�

�

�

�

�

� , �e costituitain
realtdaduerighe la cui differenzadi lunghezzad'onda �e

�

�

	

�




�

�

� . L'ipotesi
dello spin, introdottada Goudsmite Uhlenbecknel 1925, �e in gradodi spiegare
questofenomeno.
Ognielettrone�e dotatodi unospin,unmomentodellaquantit�a di motointrinseco,

	

�

�

��� � � 
 �

dove
�

�




�

�

la cui proiezionesudi ungenericoasse,in analogia
con il momentodella quantit�a di moto orbitale, si esprimecome

	

�

�

�

�

�

. I
valori possibilidi �

� sono �

�

�

� 


�

�

. Associatoallo spinl'elettronemostraun
momentodi dipolomagneticointrinsecochesi esprimecome:

�

�

�

� �

�

�

�

�

	

e la suacomponentez �e
�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

	

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

.

1Mancalezione17/6/2003
2Vedidispense:Le interazioni tra momenti e campi magnetici
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Si noti cheil rapportogiromagneticonel casodel motoorbitale�e
�

�

�

�

� , mentre
nel casodellospin �e

�

�

�

� , cio�e esattamenteil doppio.
L'interazione spin-orbita
Il motodi un elettronein un orbitaattornoal nucleoatomico,�e originedi un cam-
po magnetico,cos�� comeavviene in una piccola spira. Il suo valore al centro
dell'orbita,si pu�o esprimerecome

�

�

�

�

�

�

�

� �

dove T rappresentail periodocaratteristicodi rivoluzionedell'orbita e pu�o essere
espressocome

�

�

���

�

�

�

�

.
Lo stessoelettrone,dotatodi momentodi dipolo magnetico,interagiscecon il
campomagneticoprodotto,modi�candoil suostatoenergetico.

�

�

�

�

�

�

�

	 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

� �

Il valoredel campomagneticolocalepu�o raggiungereanchevalori elevati, vicini
ad0.1-1T, modi�candoi livelli energetici a tal puntodagiusti�care la separazione
osservatadellerighespettrali.
Il momentodella quantit �a di moto (o angolare) totale
Ad ogni elettronein unastrutturaatomica�e associatoun momentoangolare

�

ed
uno spin

	

checontribuisconoentrambial momentoangolaretotaledell atomo.
In particolaregli elementidel primo gruppodellatabellaperiodicapossiedonoun
solo elettroneesternochedeterminail momentoangolaretotale

�

� �

�

	

del
sistema.
Anche

�

�e quantizzatoallo stessomodo e quindi si esprimein funzionedi un
numeroquantico

�

come
�

�

�

�

�

�

�

�

��
 �

ela suacomponente
�

� lungounassedi
quantizzazionesi esprimecon

�

�

�

�

�

dove �

�

assumei valori �

� �

�

�

��� �

�

�


 � ��� �

�

�

�

� �

� � �

L'interazionetrail momentomagneticocollegatoa
�

eduncampomagneticoester-
no �e responsabiledell'effetto Zeemananomalodove si osserva unaseparazionedi
unalineaspettralein unnumeroparidi righe.

�����

Abbiamodunquevistochec' �eunmomentomagneticodovutoal momentoorbitale
edunodovuto al momentointrinseco:questi2 momentiinteragisconotra di loro,
epossiamode�nire un momentosommadei2:

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�
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edanche
�

�equantizzatoconunnumeroquantico
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��
 � �

e
�

pu�o assumerevalori da
� � �

a
�

� � �

�

, adesempio:

�

�




�

�

� �

�

	

�

�

�

� 


�

�

�

�




�

�

� �

�




�

�

�

� 


�

�

�

�

�

�

�

�

�

Analogamentead
�

e
	

, la componentedel momentolungo un asse
�

si pu�o
scriverecome:

�

�

�

�

�

�

con

�

� �

�

�

��� �

�

� 
 �

� � �

Abbiamodunquequestanuova caratterizzazionedellastrutturaatomica:cerchia-
modi individuarealcuneralazioniutili tra

�

,
	

,
�

.

9.1.1
�����

Troviamol'espressionedi
	

�

�

:
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

	

�

�
�

�

�

�

	

�

�

�

�

dacui

�

�

	

�

�

�

� �




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

	

�

� �

e in funzionedei numeriquantici, ricordandoche
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 
 � �

e
�

�

�

�

�

�

�

� � � � 
 � �

e
�

�

�

	

�

�

�

� � � � 
 � �

:
�

�

	

�

�

�

� �




�

�

�

�

�

� 
 � � � � � � 
 � � � � � ��
 � � �
�
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Esempio Sia
�

�


 � �

�




�

�

allora
�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

percui
�

�

	

�

�

�

� �




�

� �

e
�

�

	

�

�

�

� �

� � �

Percui dallarelazionegi�a vista:

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

	

�

�

�

� �

nelprimocaso:

�

�
�

�

�

�
�

�

�




�

�
�

enel secondo

�

�

�

�

�

�
�

�

����� �
�

�

cio�e c' �e unaseparazionedei livelli dovutaall'interazionespin-orbita.
Abbiamoquindi un momentoangolaretotale

�

, datoda2 contributi,
	

e
�

,
�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

quest'ultimi sonocostantiin modulo, ma possonoruotarein maniera
solidale,in mododalasciarecostante

�

�

�

, evale
�

�

	

�

�

�

� �




�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

	

�

�
�

Lasciarecostante
�

�

�

signi�ca infatti lasciarecostante
�

�

	

�

�

�

�

, e quindi l'angolo
compresotradi loro.

ESERCIZIO:
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Si stimi l'intensit �a del campomagneticoprodotto dal moto orbi-
tale dell'elettr one esterno del sodio(Na, Z=11) checausala sepa-
razione delle 2 righe D relative a

�

� �

���������

�

�

e
�

� �

���

�

�����

�

,
con

� �

���

�����

�

.
L'elettroneesterno�e caratterizzatoda n=3,l=0,s=1/2.Le transizioni
sonodovuteal passaggion=3,l=1,s=1/2�

�

�

�

�

� � � ��� n=3,l=0,s=1/2.
Vale

�

� �

� �

�

�

�

� �

� �

�

�

� �

�

���




� �



	

�
�

l'energia trovata�e l'energia magneticachesi pu�o scriverecome:

�

� �

� �

�

�

�

�

�

�

dacui

�

�




���

�

�

�����

19/6/2003

9.2 Momento totale ecampi magnetici esterni

Abbiamovisto come
�

�

�

si comportarelativamentea campimagneticiinterni: ve-
diamooracomesi comportarelativamenteacampimagneticiesterni.
Ricordiamole due relazioni per il momentomagneticoorbitale ed il momento
magneticointrinseco:

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

e
�

�

�

	

�

�

�
�

�

�

�

�

	

Quindiperil momentototalevale
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

���

�

�

�

� �

�

�

�

�

	

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�
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Vediamodunqueche
�

�

� � e
�

�

�

nonsonoparalleli,quindihounmotodi precessione
di

�

�

� .
Abbiamo2 situazioni

B interno
� �

B esterno �

�

ruota molto pi�u velocementeattornoa J, rispettoa
allavelocit�a di rotazioneattornoaB

B esterno
� �

B interno Il campoB esternorompeil legametra
�

�

	

e
�

�

�

eciascu-
no ruotaindipendentementeattornoa B.

9.3 Effetto Zeemananomalo

Si presentanelcasoin cui il campoB esterno�emoltominoredelcampoB interno.

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

Studiamola proiezionedi
�

�

� lungola direzionedi
�

�

�

, infatti l'oscillazioneattorno�

�

�

�e velocissimaesi pu�o ignorare.

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

���

�

�

�

�

�

�

�

	

� �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

e ricordandole relazioni

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 
 � �
�

�

�

�

�

�

�

�

��� � � 
 � � �

�

�

�

	

�

�

�

��� � � 
 � �
�

�

�

	

�

�

�

� �




�

�

�

�

�

� 
 � � � � � ��
 � � � � � � 
 � � �
�

allora
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

dove �

� �e il fattoredi Landau,chevale

�

�

�


 �

�

�

�

� 
 � � � � � � 
 � �

�

��� � � 
 �

�

�

�

� 
 �

Abbiamo cio�e ottenutoil valore dell'eneria di separazioneche �e alla basedel
fenomenoosservatonell'effetto Zeemananomalo.
Se il campomagneticoaumenta,l'ef fetto Zeemananomaloscompare,e ciascun
momento

�

e
	

interagiscecon il campomagneticoindipendentemente:non si
pu�o pi�u parlaredi

�

.

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��� �

�

�

�

	

�

�

�

�

20/6/2003
Abbiamo dunquevisto l'ef fetto Zeemannormalee anomalo: l'ef fetto Zeeman
normale�e formalizzatoda

�

�

�

�

�

�

�

�

dove il numeroquantico�

�

variada0 a
���

, percui nell'effetto Zeemannormale
houn numerodisparidi righe.
L'effettoZeemananomalosipresentaquandoil campomagneticoesternoepiccolo
rispettoal campomagneticointerno,ed �e regolatodallarelazione:

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

dove �

� �eil fattoredi Landau,ed �

�

assumevalorisemiinteri,percuihounnumero
paridi righe.

NOTA:

Strutturaiper�ne Vi sono anchemomenti dovuti al nucleo, e quindi vi sono
interazioniconquestimomenti:questespieganola strutturaiper�ne degli spettri,
dovutacio�e all'interazionetraspinorbitaleemomentodelnucleo.
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ESERCIZIO: Effetto Zeemananomalo

Si colcoli l'energia di separazionedovuta all'effetto Zeemanano-
malo degli strati

�

�

���

� ,
�

�

���

� ,
�

�

�

�

� , conB = 0.05T
Calcoliamoil fattoredi Landau:vale

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

dacui

�
�

�

�

�

�

�

�

�
�

dove �

�

vale1/2 per i primi 2 casi,mentreper il terzocaso�

�

vale
1/2e3/2,percui ho2 valori per

�

� .
�����

9.4 Il punto della situazione

Abbiamodescrittola strutturaatomicatramiteunaseriedi numeriquantici:ricapi-
toliamola situazionesuinumeriquanticiintrodotti.

�

principale
�

�

�

� �

�

�
�




�

�




�

�




�

momentoorbitale
� �

�

� � � � 
 � � �

�

	 � 


� �

�

�

� 
 �

�

�

magnetico
�

�

�

�

�
�

�

�

�

	 ��� 
 �

� � �

� �

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

intrinseco
�

� � � � 
 � � �

�

�

�

�

� momentomagneticointrinseco ���

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

momentototale
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

� 
 � �

�

�

� � � � � � � � 
 �

� � �

�

� � �

�

�

�

momentomagneticototale
�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

��� �

�

� 
 � �

� � �

	



Capitolo 10

Richiami

Richiamiamoalcuniconcetti,nonstrettamentelegatial corso,malacui conoscenza
�e richiesta,in quantosi suppongonosvolti in corsiprecedentio paralleliaquesto.

10.1 Fenomeniondulatori

Un fenomenoondulatoriostazionario�ecos�� caratterizzato:

�
��� �

�

�

�

� ����� �

�

� �

�

�

�

(10.1)

dove

�
�

���

� (10.2)

�echiamatonumero d'onda. Valeanche

� �

���

�

�

���

�

(10.3)

e la quantit�a
�

�

�

�

� �

�

�

(10.4)

�edettavelocit�a di fase.
Sia

�
��� �

�

�

�

�

����� �

�

�	�

�

�

� �

�

����� �

�

� �

�

�

�

cio�e considerola composizionedi 2 moti ondulatorichesi propaganoin direzioni
opposte:si pu�o svilupparequestaespressione,ottenendo:
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� ��� �

�

�

�

�

�

�����

�

� �����

�

�

si trattadi un moto ondulatorio(secondapartedell'espressione
�����

�

�

) modulato
in ampiezza(primaparte:

�

�

� �

�

). Ho quindiunaseriedi nodi in cui l'ampiezzasi
azzera,in particolare

���

�

�

� �

�

���

�

�

�

���

�

�

cio�e l'ampiezzasi azzeraper

�

���

�

�

(10.5)

10.2 Relazioni relativistiche
8/5/2003

Peraffrontarelo studiodell'effetto Compton,�e necessariorichiamarealcunicon-
cetti di meccanicarelativistica, in particolarein riferimento alla conservazione
dell'energia edella quantit �a di moto.
Siano 1 e 2 duecorpiprimadi unainterazione,e 1' e 2' gli stessicorpidopo
l'interazione.Dal puntodi vistaclassicovale la conservazionedella quantit �a di
moto espressada

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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, cio�e variazionedi energia potenziale
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, cio�e lavoro d'attrito
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, cio�e variazionedell'energia cinetica
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PROBLEMA (per la �sica classica):Sem cambia,cio�e i corpi diventanoqual-
cos'altropossiamodire �

�
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� �
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� ? Pu�o esserevalido sec' �e sem-
plicementeun trasferimentodi massa,masei corpi interagentisi trasformanoin
qualcosadi diverso,comeadesempiounneutronechedecadein altreparticelle,la
sommadellemasse�nali �ediversadallamassainiziale.
La descrizionerelativisticatienecontodi questifenomeni.

10.2.1 Conservazionedella quantit �a di moto (relativistica)

Consideriamola quantit�a di moto
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in usasoladimensione,sia
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allorapossiamoscrivere
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enel casoche �
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si ritornaallade�nizione classica.
Il principio di conservazionedellaquantit�a di moto �e valido in sensorelativistico
conquestade�nizione di � .

10.2.2 Conservazionedell'energia

L'energia cinetica
�

�

�




�

�

�

�

vienemodi�cata relativisticamentein
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vediamocheanchein questocasoper velocit�a piccolesi ritorna alla de�nizione
classica.
L'energia totale di un corpo ha un contributo dovuto all'energia della massaa
riposo,percui
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10.2.3 Relazionetra energia cinetica equantit �a di moto

Classicamentesi poteva scriverela seguenterelazione:
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in manieraanalogasi pu�o scrivere,relativisticamente:
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Fenomenie Teorie

In �sica esistonomolte teorie, e fondamentalein ogni teoria �e la propria coe-
renzainterna,maugualmentefondamentale�e l'aderenzadella teoriaai fenomeni
osservati.
A voltedaunfenomenostranosi costruisceunateoriachelo spiega,avoltedauna
teoriasi traggonodelleconclusioni,epoi si cercasperimentalmentedi veri�carle.
I questocapitolosi cercadi evidenziarein manieramoltosinteticail collegamento
fra le teoriee gli esperimenti.
In �sica ogniteoriadescriveunmodellodi unqualchefenomeno,ma,perquantole
teoriasiabella,veri�cata, riconosciutavalidadatutti, �esemprebenetenerpresente
chesi trattadelladescrizionedi un modello,e possonosemprepresentarsinuove
esperienzechemostranocomeunateoriasiao sbagliata,o limitata adun ambito
ristretto.

Emissionedel Corpo Nero dopovari tentativi perspiegarela leggedi emissione
del corponero,Planckha introdotto l'ipotesi rivoluzionaria(ed ancheper
nulla intuitiva) chel'energia siaemessaquantizzata

leggedi Rayleigh-Jeans Derivatadaconsiderazioniclassicheebenaccettate,ma
in contrastoconle veri�che sperimentali

Effetto fotoelettrico perspiegarel'ef fetto fotoelettrico,Einsteinhaintrodottol'i-
potesichei quanti di energia permangonocometali nel campodi radia-
zioneelettromagnetica. L'ipotesi quantisticadi Planckriceveulteriori con-
fermeda fenomenicompletamentediversi da quello per la cui spiegazione
erastataintrodotta.

Effetto Compton Veri�ca della naturacorpuscolaredei fotoni: sonoparticelle
dotatedi quantit�a di moto.
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Esperienzadi Rutherford dimostrachel'atomo haun nucleomassivo.

Modello di Thomson dell'atomovienescartatoin quantoentrain contraddizione
coni dati sperimentali

Spettri di emissionea righe e atomoconun nucleomassivo ipotesidi Bohr, re-
lativa alla quantizzazionedel momentoangolare orbitale e modello ato-
mico di Bohr

Modello di Bohr unadelleprimeconferme�ela derivazionedellaformuladi Ryd-
berg (empirica)dalmodellodi Bohr.

Spettri di emissione:struttura �ne vienespiegataipotizzandolo spin
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Costanti �siche
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Formule
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Capitolo 14

The Small print

Parecheal giornod'oggi tuttosiacopertodacopyright echei brevetti venganodati
per le cosepi�u impensate,e sedi qualcosanon si vededichiaratoesplicitamente
il copyright a cui �e soggettaci si ponemille domandesul fatto che si possao
menousare:la mia idea�echeil presentelavoropossaessereutilizzatoliberamente
dachi lo ritiene interessanteo utile, e sequalcunolo vuole integrare,modi�care,
correggere�e il benvenuto.
Quantoseguedovrebbeesserela formalizzazionedi questamia intenzione:sevo-
leteleggeretutto il “Small Print”, dall'inizio alla �ne, conattenzione,e magarivi
divertitea farlo, forsedovresteconsideraredi studiareleggeinvecedi �sica...

GNU GENERALPUBLIC LICENSE
Version 2, June 1991

Copyright (C) 1989, 1991 Free Software Foundation, Inc.
59 Temple Place, Suite 330, Boston, MA 02111-1307 USA

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies
of this license document, but changing it is not allowed.

Preamble

The licenses for most software are designed to take away your
freedom to share and change it. By contrast, the GNU General Public
License is intended to guarantee your freedom to share and change free
software--to make sure the software is free for all its users. This
General Public License applies to most of the Free Software
Foundation's software and to any other program whose authors commit to
using it. (Some other Free Software Foundation software is covered by
the GNU Library General Public License instead.) You can apply it to
your programs, too.

When we speak of free software, we are referring to freedom, not
price. Our General Public Licenses are designed to make sure that you
have the freedom to distribute copies of free software (and charge for
this service if you wish), that you receive source code or can get it
if you want it, that you can change the software or use pieces of it
in new free programs; and that you know you can do these things.

To protect your rights, we need to make restrictions that forbid
anyone to deny you these rights or to ask you to surrender the rights.
These restrictions translate to certain responsibilities for you if you
distribute copies of the software, or if you modify it.
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For example, if you distribute copies of such a program, whether
gratis or for a fee, you must give the recipients all the rights that
you have. You must make sure that they, too, receive or can get the
source code. And you must show them these terms so they know their
rights.

We protect your rights with two steps: (1) copyright the software, and
(2) offer you this license which gives you legal permission to copy,
distribute and/or modify the software.

Also, for each author's protection and ours, we want to make certain
that everyone understands that there is no warranty for this free
software. If the software is modified by someone else and passed on, we
want its recipients to know that what they have is not the original, so
that any problems introduced by others will not reflect on the original
authors' reputations.

Finally, any free program is threatened constantly by software
patents. We wish to avoid the danger that redistributors of a free
program will individually obtain patent licenses, in effect making the
program proprietary. To prevent this, we have made it clear that any
patent must be licensed for everyone's free use or not licensed at all.

The precise terms and conditions for copying, distribution and
modification follow.

GNU GENERALPUBLIC LICENSE
TERMSAND CONDITIONS FOR COPYING, DISTRIBUTION AND MODIFICATION

0. This License applies to any program or other work which contains
a notice placed by the copyright holder saying it may be distributed
under the terms of this General Public License. The "Program", below,
refers to any such program or work, and a "work based on the Program"
means either the Program or any derivative work under copyright law:
that is to say, a work containing the Program or a portion of it,
either verbatim or with modifications and/or translated into another
language. (Hereinafter, translation is included without limitation in
the term "modification".) Each licensee is addressed as "you".

Activities other than copying, distribution and modification are not
covered by this License; they are outside its scope. The act of
running the Program is not restricted, and the output from the Program
is covered only if its contents constitute a work based on the
Program (independent of having been made by running the Program).
Whether that is true depends on what the Program does.

1. You may copy and distribute verbatim copies of the Program's
source code as you receive it, in any medium, provided that you
conspicuously and appropriately publish on each copy an appropriate
copyright notice and disclaimer of warranty; keep intact all the
notices that refer to this License and to the absence of any warranty;
and give any other recipients of the Program a copy of this License
along with the Program.

You may charge a fee for the physical act of transferring a copy, and
you may at your option offer warranty protection in exchange for a fee.

2. You may modify your copy or copies of the Program or any portion
of it, thus forming a work based on the Program, and copy and
distribute such modifications or work under the terms of Section 1
above, provided that you also meet all of these conditions:

a) You must cause the modified files to carry prominent notices
stating that you changed the files and the date of any change.

b) You must cause any work that you distribute or publish, that in
whole or in part contains or is derived from the Program or any
part thereof, to be licensed as a whole at no charge to all third
parties under the terms of this License.

c) If the modified program normally reads commands interactively
when run, you must cause it, when started running for such
interactive use in the most ordinary way, to print or display an
announcement including an appropriate copyright notice and a
notice that there is no warranty (or else, saying that you provide
a warranty) and that users may redistribute the program under
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these conditions, and telling the user how to view a copy of this
License. (Exception: if the Program itself is interactive but
does not normally print such an announcement, your work based on
the Program is not required to print an announcement.)

These requirements apply to the modified work as a whole. If
identifiable sections of that work are not derived from the Program,
and can be reasonably considered independent and separate works in
themselves, then this License, and its terms, do not apply to those
sections when you distribute them as separate works. But when you
distribute the same sections as part of a whole which is a work based
on the Program, the distribution of the whole must be on the terms of
this License, whose permissions for other licensees extend to the
entire whole, and thus to each and every part regardless of who wrote it.

Thus, it is not the intent of this section to claim rights or contest
your rights to work written entirely by you; rather, the intent is to
exercise the right to control the distribution of derivative or
collective works based on the Program.

In addition, mere aggregation of another work not based on the Program
with the Program (or with a work based on the Program) on a volume of
a storage or distribution medium does not bring the other work under
the scope of this License.

3. You may copy and distribute the Program (or a work based on it,
under Section 2) in object code or executable form under the terms of
Sections 1 and 2 above provided that you also do one of the following:

a) Accompany it with the complete corresponding machine-readable
source code, which must be distributed under the terms of Sections
1 and 2 above on a medium customarily used for software interchange; or,

b) Accompany it with a written offer, valid for at least three
years, to give any third party, for a charge no more than your
cost of physically performing source distribution, a complete
machine-readable copy of the corresponding source code, to be
distributed under the terms of Sections 1 and 2 above on a medium
customarily used for software interchange; or,

c) Accompany it with the information you received as to the offer
to distribute corresponding source code. (This alternative is
allowed only for noncommercial distribution and only if you
received the program in object code or executable form with such
an offer, in accord with Subsection b above.)

The source code for a work means the preferred form of the work for
making modifications to it. For an executable work, complete source
code means all the source code for all modules it contains, plus any
associated interface definition files, plus the scripts used to
control compilation and installation of the executable. However, as a
special exception, the source code distributed need not include
anything that is normally distributed (in either source or binary
form) with the major components (compiler, kernel, and so on) of the
operating system on which the executable runs, unless that component
itself accompanies the executable.

If distribution of executable or object code is made by offering
access to copy from a designated place, then offering equivalent
access to copy the source code from the same place counts as
distribution of the source code, even though third parties are not
compelled to copy the source along with the object code.

4. You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Program
except as expressly provided under this License. Any attempt
otherwise to copy, modify, sublicense or distribute the Program is
void, and will automatically terminate your rights under this License.
However, parties who have received copies, or rights, from you under
this License will not have their licenses terminated so long as such
parties remain in full compliance.

5. You are not required to accept this License, since you have not
signed it. However, nothing else grants you permission to modify or
distribute the Program or its derivative works. These actions are
prohibited by law if you do not accept this License. Therefore, by
modifying or distributing the Program (or any work based on the
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Program), you indicate your acceptance of this License to do so, and
all its terms and conditions for copying, distributing or modifying
the Program or works based on it.

6. Each time you redistribute the Program (or any work based on the
Program), the recipient automatically receives a license from the
original licensor to copy, distribute or modify the Program subject to
these terms and conditions. You may not impose any further
restrictions on the recipients' exercise of the rights granted herein.
You are not responsible for enforcing compliance by third parties to
this License.

7. If, as a consequence of a court judgment or allegation of patent
infringement or for any other reason (not limited to patent issues),
conditions are imposed on you (whether by court order, agreement or
otherwise) that contradict the conditions of this License, they do not
excuse you from the conditions of this License. If you cannot
distribute so as to satisfy simultaneously your obligations under this
License and any other pertinent obligations, then as a consequence you
may not distribute the Program at all. For example, if a patent
license would not permit royalty-free redistribution of the Program by
all those who receive copies directly or indirectly through you, then
the only way you could satisfy both it and this License would be to
refrain entirely from distribution of the Program.

If any portion of this section is held invalid or unenforceable under
any particular circumstance, the balance of the section is intended to
apply and the section as a whole is intended to apply in other
circumstances.

It is not the purpose of this section to induce you to infringe any
patents or other property right claims or to contest validity of any
such claims; this section has the sole purpose of protecting the
integrity of the free software distribution system, which is
implemented by public license practices. Many people have made
generous contributions to the wide range of software distributed
through that system in reliance on consistent application of that
system; it is up to the author/donor to decide if he or she is willing
to distribute software through any other system and a licensee cannot
impose that choice.

This section is intended to make thoroughly clear what is believed to
be a consequence of the rest of this License.

8. If the distribution and/or use of the Program is restricted in
certain countries either by patents or by copyrighted interfaces, the
original copyright holder who places the Program under this License
may add an explicit geographical distribution limitation excluding
those countries, so that distribution is permitted only in or among
countries not thus excluded. In such case, this License incorporates
the limitation as if written in the body of this License.

9. The Free Software Foundation may publish revised and/or new versions
of the General Public License from time to time. Such new versions will
be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to
address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Program
specifies a version number of this License which applies to it and "any
later version", you have the option of following the terms and conditions
either of that version or of any later version published by the Free
Software Foundation. If the Program does not specify a version number of
this License, you may choose any version ever published by the Free Software
Foundation.

10. If you wish to incorporate parts of the Program into other free
programs whose distribution conditions are different, write to the author
to ask for permission. For software which is copyrighted by the Free
Software Foundation, write to the Free Software Foundation; we sometimes
make exceptions for this. Our decision will be guided by the two goals
of preserving the free status of all derivatives of our free software and
of promoting the sharing and reuse of software generally.

NO WARRANTY

11. BECAUSETHE PROGRAMIS LICENSED FREE OF CHARGE, THERE IS NO WARRANTY
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FOR THE PROGRAM,TO THE EXTENT PERMITTED BY APPLICABLE LAW. EXCEPT WHEN
OTHERWISESTATED IN WRITING THE COPYRIGHTHOLDERSAND/OR OTHERPARTIES
PROVIDE THE PROGRAM"AS IS" WITHOUTWARRANTYOF ANY KIND, EITHER EXPRESSED
OR IMPLIED, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, THE IMPLIED WARRANTIESOF
MERCHANTABILITY AND FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. THE ENTIRE RISK AS
TO THE QUALITY AND PERFORMANCEOF THE PROGRAMIS WITH YOU. SHOULDTHE
PROGRAMPROVEDEFECTIVE, YOU ASSUMETHE COST OF ALL NECESSARYSERVICING,
REPAIR OR CORRECTION.

12. IN NO EVENT UNLESS REQUIREDBY APPLICABLE LAW OR AGREEDTO IN WRITING
WILL ANY COPYRIGHTHOLDER, OR ANY OTHERPARTY WHOMAY MODIFY AND/OR
REDISTRIBUTE THE PROGRAMAS PERMITTED ABOVE, BE LIABLE TO YOU FOR DAMAGES,
INCLUDING ANY GENERAL, SPECIAL, INCIDENTAL OR CONSEQUENTIALDAMAGESARISING
OUT OF THE USE OR INABILITY TO USE THE PROGRAM(INCLUDING BUT NOT LIMITED
TO LOSS OF DATA OR DATA BEING RENDEREDINACCURATEOR LOSSES SUSTAINED BY
YOU OR THIRD PARTIES OR A FAILURE OF THE PROGRAMTO OPERATEWITH ANY OTHER
PROGRAMS), EVEN IF SUCH HOLDEROR OTHERPARTY HAS BEEN ADVISED OF THE
POSSIBILITY OF SUCH DAMAGES.

END OF TERMSAND CONDITIONS

How to Apply These Terms to Your New Programs

If you develop a new program, and you want it to be of the greatest
possible use to the public, the best way to achieve this is to make it
free software which everyone can redistribute and change under these terms.

To do so, attach the following notices to the program. It is safest
to attach them to the start of each source file to most effectively
convey the exclusion of warranty; and each file should have at least
the "copyright" line and a pointer to where the full notice is found.

<one line to give the program's name and a brief idea of what it does.>
Copyright (C) <year> <name of author>

This program is free software; you can redistribute it and/or modify
it under the terms of the GNU General Public License as published by
the Free Software Foundation; either version 2 of the License, or
(at your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it will be useful,
but WITHOUTANY WARRANTY;without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the
GNU General Public License for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License
along with this program; if not, write to the Free Software
Foundation, Inc., 59 Temple Place, Suite 330, Boston, MA 02111-1307 USA

Also add information on how to contact you by electronic and paper mail.

If the program is interactive, make it output a short notice like this
when it starts in an interactive mode:

Gnomovision version 69, Copyright (C) year name of author
Gnomovision comes with ABSOLUTELYNO WARRANTY;for details type `show w'.
This is free software, and you are welcome to redistribute it
under certain conditions; type `show c' for details.

The hypothetical commands `show w' and `show c' should show the appropriate
parts of the General Public License. Of course, the commands you use may
be called something other than `show w' and `show c'; they could even be
mouse-clicks or menu items--whatever suits your program.

You should also get your employer (if you work as a programmer) or your
school, if any, to sign a "copyright disclaimer" for the program, if
necessary. Here is a sample; alter the names:

Yoyodyne, Inc., hereby disclaims all copyright interest in the program
`Gnomovision' (which makes passes at compilers) written by James Hacker.

<signature of Ty Coon>, 1 April 1989
Ty Coon, President of Vice

This General Public License does not permit incorporating your program into
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proprietary programs. If your program is a subroutine library, you may
consider it more useful to permit linking proprietary applications with the
library. If this is what you want to do, use the GNU Library General
Public License instead of this License.
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